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TARTALMI KIVONAT

Jelen tanulmanyban az ETTE 1. sz. feladataval foglalkoztunk. Maga a feladat az egyensulyi entropia
olyan alakjanak meghatarozasa, amely lehetdvé teszi, hogy a fesziiltségtenzort az alakvaltozasi tenzornak ne
harom, hanem két fdinvaridnsaval parametrizalhassuk. A tanulméanyban ezt a feladatot felvaltottuk az alak-
valtozasi tenzor fdinvariansaival parametrizalt f; (i = 1,2,3) fliggvényekre vonatkozo, mint az entropia egyér-
telmd meghatarozasanak integralhatésagi feltételeiként elallitott, parcialis differencialegyenletek integrala-
saval.

Az igy értelmezett feladat megoldasahoz az integralason kivil a fliggvényegyenletekre vonatkozd eljara-
sokat is fel kellett hasznalni. Ennek keretén belll a figyelembe vett fliggvények korét szlkitettlik: csak 6sszeg
és szorzat alakban kerestiik a megoldast.

A tanulmanyban kit(zott parcialis differencialegyenlet-rendszer megoldasat megadtuk részleges egyenlet-
rendszer eseteire, egy- és kétargumentumu fliggvények 0sszegére, valamint két- és egyargumentuma fliggvé-
nyek szorzataira, mint haromargumentumu fliggvények esetére. Ezen feltételek mellett teljes megoldast
adtunk. Egy példan megmutattuk, hogy az egyenletrendszer egy részének létezik megoldasa a hatvanyfiigg-
vények korében (is). A tanulméanyban a nem 6sszeggel és szorzassal értelmezett algebrai, és a transzcendens
fuggvények eseteivel nem foglalkoztunk.

A nyert megoldasok kdzott nincs olyan szerkezet(, amelyben egy f; figgvény kifejezhetd lenne a két ma-
sik segitségével, ellenben a legaltalanosabb megoldasok szerkezete azonos: Iétezik egy két- és egy egyvalto-
z6s flggvények szorzataként értelmezett haromvaltozos filiggvény, amelynek a kiilonbézd parcialis
differencialkifejezéseik segitségével mindharom f; (i = 1,2,3) fiiggvény egyértelmlen meghatarozhatd. A
(csak) kétargumentumos megoldasok alapvetden csak két f; fliggvény meghatarozasat teszik lehetdvé, bar van
olyan is, amely mindharom f; (i = 1,2,3) fliggvényt meghatarozza. Az egyargumentumos megoldasok alap-
vetden partikularis megoldasok. Az integralds sordn meghataroztunk néhany konkrét algebrai fliggvényt is.
Az integralasok soran allitottunk fel néhany integral-azonossagot.

A tanulmanyban az dsszes el@allitott f; (i = 1,2,3) fliggvényhez meghataroztuk az egyensulyi entropiat.
Ennek soran belattuk, hogy a legaltalanosabb megoldasok esetén az egyensulyi entrépia kifejezhetd egy
haromvaltozds fuggvény segitségével. Ugyanakkor ez a fliggvény kdzvetleniil nem azonos egyik f; (i = 1,2,3)
fuggvénnyel sem, hiszen ennek a fiiggvénynek a kiillénbézo parcidlis differenciélkifejezései hatarozzak meg
az f; (i = 1,2,3) fuggvényeket.

A nyert megoldasok szerkezete azonos; sot, megegyezik az eredeti feladat szerkezetével. Azaz formailag
aj informéaciot a megoldas nem tartalmaz. Ezért megvizsgaltuk altalanossagban egy s fiiggvény harom parci-
alis differencialjara vonatkozd egyenletrendszert. Ennek sordn az egyes parcialis differencialhdnyadosokat
harom tetszdleges f; fiiggvény tetszoleges linearis kombinacidjaként irtuk fel, és oldottuk meg az igy nyert
feladatot. A megoldas struktdraja megegyezett a kiindulasi parcialis differencialegyenlet-rendszer struktira-
javal. Ezt kovetden meghataroztuk azon fliggvényegyiitthatok korét, amelyekre az f; fliggvényekre vonat-
koztatott integralhatosagi feltételek felirhatok, és megoldottuk a feladatot; ennek soran is analég eredményt
kaptunk. Végezetiil megvizsgaltuk azt az esetet, amikor a harom f; fiiggvény lineédris kombinacidjaban sze-
repld egyiitthatok az x; valtozok tetszdleges fliggvényei. Az eddig kovetett Gttol eltérd maodszert alkalmazva
meghatarozhatd mind a harom f; fliggvény, mind az s fliggvény. Ez esetben is az f; fliggvények szerkezete
megegyezett a kiindulasi parcialis differencialegyenlet-rendszer struktirajaval. Kévetkezésképpen megalla-
pithatd, hogy az ETTE 1. sz. kitlizétt feladatanak a tanulmanyban adott megoldasa elméletileg helytallo.

Egy specialis esetben — f3 = a;f; + a,f, — meghataroztuk mind a harom f; fliggvényt, és az s fiiggvényt
értékét sszeg- és szorzatfliggvények esetében. Ramutattunk azokra a lehetséges kapcsolatokra, amelyek elv-
ben az f,, az f, és az f; koz6tt fennallhatnak.

Néhany egyedi esetre megadtuk az f;, és az sfliggvények értékeit.

Végezetil kitértlink a fesziiltség és az alakvaltozasi tenzorok kapcsolatdnak néhany matematikai és fizikai
kérdésére.

A kit(zott feladatra a valasz az, hogy
— az f; figgvények kozott fenn kell allniuk egy (5.71) tipusu dsszefiiggésnek,

— ehhez a (5.78) alatti s fiiggvény tartozik,

— ennek a matematikai hattere az, hogy az f; fliggvényeket egy s fliggvény elsdrendl parcidlis differencial-
jainak , linedris fliggvénykombinacidjaként” allitottuk eld,

— az f; figgvények kozdtti barminemd tovabbi kapcsolatot az f; fiiggvényekre megadott dsszefiiggésekbol
levezetni nem lehet,

— az f; fliggvények kdzotti barminem( tovabbi kapcsolat megadasa esetén az s fiiggvénynek ehhez a kap-
csolathoz tartozd ,.egyedi” tulajdonsagai meghatarozhatok.
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1. BEVEZETES

Az ETTE 1. sz. kitGzott feladata a kovetkezd.
Izotrop, rugalmas anyagu kontinuumok esetén — a Cayley—Hamilton-tétel figyelembe
vetelével — a feszultsegtenzor az alakvaltozasi tenzor nulladik, elsd és masodik hatvanyai-

nak 0sszegekent irhato fel ugy, hogy a tagok egytitthatdi — a tovabbiakban ezt fogjuk f., (i

=1,2,3) flggvényeknek nevezni — az alakvaltozési tenzor foinvariansainak fliggvényei.
Hiperelasztikus testek esetén az f., (i = 1,2,3) fliggvények az s egyensulyi entropia-

fuggvény (szabadenergia-fliggvény) parcialis differencidlhdnyadosaival irhatok fel. Ezek-

ben az 6sszefuggésekben mindharom f, fliggvény szerepel.

Az ETTE 1. sz. feladata arra vonatkozik, hogy milyen feltételek mellett lehet az anyag-

torvenyt nem harom, hanem csak két f. fuggvénnyel felirni.

Maga a feladat fizikai indittatasu, hiszen az alakvaltozasok olyan dsszefiiggéseit keresi,
amely 6sszefiiggések mellett az anyagtorvény mar nem az alakvaltozasi tenzor mindharom
foinvariansatol, hanem csak két (esetleg egy) féinvariansatol fliigg. Ugyanakkor a feladat
megfogalmazhat6 tisztan matematikai szempontbdl is. Ez a kovetkez0.

Adott az s fliggvényre az alabbi harom parciélis differencialkifejezés:

f1 06, %, %) =1}]—Z, (2.1)
1 o}
fz(&,xz,&)=zﬁ%+><l1?—xig, (2.2)
1
f3(%1 %, %) =Z$—Z- (2.3)

Keressuk azokat az altalanos felteteleket, amikor pl. f, kifejezhetd f, (i = 1,2) segitse-
gével, f,=F,o0(f,f,), vagy hasonld dsszefliggés all fenn az indexek ciklikus permutaci-

6ja esetén.’

! Mivel a feladat (lasd az (1-3) egyenletrendszert) nem rendelkezik ciklikus szimmetriaval, ezért a ciklikus
permutacidval bird megoldas feltételezése megalapozatlannak tanik.

-5-
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2. AKITUZOTT FELADAT ALTALANOSVIZSGALATA

2.1. A kitOzott feladat, mint az (1-3) egyenlet integrélasa

Mieldtt a kitdzott feladat megolddsahoz kezdenénk, el6szor megvizsgaljuk az (1-3)
egyenletrendszert. Ez egy els6rendd, parciélis differencialegyenlet-rendszer. Ezen egyen-
letrendszer kapcsan feltehetd az a kérdés, hogy mi az integralhatosag feltétele.

Itt és a tovabbiakban az f.(x,X,,%), (i = 1,2,3) fuggvények argumentumait nem irjuk
ki; ahol az argumentumokat nem irjuk ki, ott mindig mindharom argumentumtdl valé fug-
gést tételezziik fel. Megjegyezziik, hogy ez a konvencid az s fuggvényre is vonatkozik.

Az integralhatdségi feltétel meghatarozasédhoz felirjuk az s fliggvény elsé parcialis

derivaltjait. Ennek sorén a (2) egyenletbdl az x, szerinti parcialis derivaltat kikiiszoboljuk.

fis _

E_Xsfz' X% s, (2.4)
1?_): =% 15, (2.5)
1?—: = f,. (2.6)

Felirjuk az s fuggveny vegyes, masodik parcialis derivaltjait, mint (4-6) integralhato-
sagi feltételeit.

1%s 1 _ 9
_( f - f)__ f, 27
T g 0 T2 ) =g x ks (2.7)
1%s 1 ;- 1 ¢
L f = 1, 28
%, 9%, P REL I Y (28)
Ts LI - £)
f = (%, - - 29
1%, 9%, fx, e (29)

Tehat az (1-3), azaz a (4-6) egyenletrendszer integrélhatosagi feltételei a (7-9) dssze-

fuggések. Egyuttal ezek azok a legaltalanosabb sszefliggések, amelyek az f., (i = 1,2,3)
fuggvenyek kozott fennallnak-fennallhatnak. Ugyanakkor ezek az Osszefliggések nem
teszik lehetdvé, hogy az f,, (i = 1,2,3) fuggvények kozil egyet a masik kettdvel kifejez-
zuk. Ennek az az egyszerl oka, hogy a (7-9) egyenletrendszerben nem szerepelnek az f.,

(i = 1,2,3) flggvények dsszes parcidlis differencidlhdnyadosai.

—6-—
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A tovabbiakban két lehetdség kozll valaszthatunk. Az egyik, hogy valamilyen ad hoc
feltevéssel kerestink egy f, =F,o0(f, f,) tipusu 6sszefliggést; ezt nem kivanjuk megtenni.
A maésik, hogy megkeressiik a (7-9) egyenletrendszer legaltalanosabb megoldasat, majd azt
kovetden vizsgaljuk meg egy f, =F,o(f, f,) tipusl dsszefuggés letezésének a felteteleit.
Ezt az utat valasztjuk.

Tehat a kovetkezd 1épesben felirjuk a f,, (i = 1,2,3) flggvények egyes vegyes, masodik

parcialis differencialkifejezéseit, mint (7-9) integralhatdsagi feltételeit.

Pt AR L GRS , 2.10
B TR R ISR (2.10)
T (% T, - X% 15) TT,_7T9;

— = ) 2.11
1,7, (P VR VK YREE (211)

1'%y T 1t - xx )= T ¢
(%, - =——h 2.12
ot o, T 2 R T gy e (212)

A (10-12) egyenleteket attekintve megallapithatjuk, hogy a (10), (11) és (12) egyenlet
rendre a (7), (8), illetve a (9) egyenlet x,, X, illetve X, szerinti parcialis derivaltja. Ko-
vetkezésképpen a (7-9) egyenletek (10-12) integralhatosagi feltételei megegyeznek a kiin-
duld, azaz a (7-9) egyenletekkel. Masképpen fogalmazva, a (10-12) egyenletek nem adnak
Ujabb Osszefliggéseket az f,, (i = 1,2,3) fuggvények parcidlis differencialhdnyadosaira
nézve. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy egyrészt maga a (7-9) egyenletrendszer integrélhato,
masrészt, hogy a (7-9) egyenleteket kielégitd f,, (i = 1,2,3) fuggvények esetén a (4-6),
tehat az (1-3), egyenletrendszer egyértelmden integralhato.

Tehét kizarva egy ad hoc f, =F,o(f, f,) 0sszefliggés keresését-vizsgalatat, valamint
az integralhat6séagra vonatkozo fejtegetéseket figyelembe véve, az ETTE 1. sz. feladatanak
mas értelmezést adunk.

A kit(zott feladatot elsddlegesen a (7-9) egyenletek integraldsaként fogjuk fel. Ennek
megfelelden nem az f., (i = 1,2,3) fuggvények kozotti dsszefuggés(eke)t keressik, hanem
integréljuk a (4-6) egyenleteket, azaz azt hatdrozzuk meg, hogy hogyan fligg az s fligg-
vény az f,, (i = 1,2,3) fuggvényektdl. Megjegyezziik, hogy nem kizart, hogy ekdzben az
f., (i = 1,2,3) flggvények kozotti osszefuggések is kiadddnak. Amennyiben sikertl a (7-9)
egyenletrendszert integralni, Ugy az alapjan az s fliggvény a (4-6) egyenletrendszerbdl egy-

értelmlen meghatarozhato.
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Mieldtt ratérndk a (7-9) egyenletrendszer integréalasara, egyrészt a rendszer struktdrajat,
masrészt néhany egyszer(bb struktirdjd megoldast vizsgalunk meg. A kovetkezd pontban
a differencidlegyenlet-rendszer ,,hidnyos” voltabdl adddé ,flggetlen” megoldasokat vizs-
galjuk. A 3. fejezetben a részleges — tehat csak két, vagy egy f; fliggvényt magaba foglalo,
illetve csak két valtozotdl fliggd — megoldasokat vizsgaljuk. Az egy-, illetve kétvaltozos
megoldas struktdrait a 4. fejezetben tekintjik at. Az altalanos integralast az 5. fejezetben

végezzik el.

2.2. A (7-9) egyenletrendszer , fliggetlen” megoldasai
A (7-9) egyenletrendszerbdl lathatd, hogy
- az f, figgvény x, szerinti parcialis derivaltja,
- az x,f, fuggvény x szerinti parcialis derivaltja
nem szerepel a rendszerben, ugyanakkor
- az xf, fuggvény X, X, és x, szerinti parcialis derivaltja
szerepel a rendszerben.

Ebbdl kovetkezik, hogy az

f,= Igs(xs), (2.133)
f, =00/ %, (2130)
f,= (0;/ X, (2.13c)

fuggvények ,kielégitik” az (7-9) egyenletrendszert. Ezeket a differencidlegyenlet-rend-

szertdl ,,fuggetlen” megoldasoknak tekintjlk.
2.3. A (7-9) egyenletrendszer fliggetlen megoldasaihoz tar -
t6z0 s fluggveny
Integralva az (4-6) egyenletrendszert, a (13) fliggvények figyelembevételével, az s

fuggvenyre az alabbi kifejezeseket nyerjuk.

0 W0 W 0 0 X12
§ = gh(a)dx - =X =s,(x) - 5 (2.143)
0 0 0
S, = C‘Cd)(2 =CX,, (2.14b)
o 0 0
S; = (R(x)dx; =s;(x), (2.14c)
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azaz
0 0 0 2 0
525,(0)- CEy - s si(%), @2.15)
4]
Ellendrzés.
0
f = “Sﬁg‘s) | (2.16a)
1850 0.0 9 19sx)
g, =208 oy yox =2 1S 2.16b
’ %€ fx =% fix (2.160)
f,= CO:/x3 , (2.16c)

Osszevetve a (13) alatti f,, (i = 1,2,3) fuggvényekkel, az egyezés nyilvanvalo.
Kovetkeztetés

Az g fuggvény (15) alatti kifejezésébdl nyert f., (i = 1,2,3) fuggvények — lasd a (16)
képleteket — azonosan kielégiti az (7-9) egyenletrendszert, méghozza Ugy, hogy egyszer(en
nem szerepelnek az egyenlet egyik oldalan sem. Formalisan integralasi ,,allandéknak” kell
tekinteni. Mivel valéjaban fliggvények, ezért a ,, fliggetlen” megoldas kifejezés helyett az
integrélas szabad fuggveny kifejezést alkalmazzuk rajuk.

2.4. A (4-6) egyenletrendszer integralas szabad fliggvényei

A (4-6) egyenleteket integralva egy-egy integralasi szabad fuggvényt kellett volna a
(14) egyenletekben feltiintetni. Ezek a kdvetkezok.

S =5(%,%), (2.17a)
S, =5(%,X), (2.17b)
S =5(%,%) - (2.17¢)

A (17) alapjan az s fuiggvény legaltalanosabb alakja
S=5(%,%) + 5%, %) +5(%, %) (2.18)

A (18) s fuggvényhez tart6z6 f~I (i = 1,2,3) fliggvények (1-3) alapjan

F=T806%) , 1806%)

1 ™ ™, (2.19a)
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506:%) , B%) ,\ BO6%) | 15(x%)0 2 19b
| PR R " U

e1s,
(]
é

leﬂ%(xz x) , 150, xz)u
X%e % ix, u

m_“l

(2.19¢)

Mivel a (16) Osszefuggések egyertelmien adjak vissza az fi, (i = 1,2,3) flggvényeket —
lasd a (13) képleteket —, ezért a (19) alapjan meghatérozott F, (i = 1,2,3) flggvenyeknek
el kell tGnnidk.

Megjegyezziik, hogy altaldban a (17) alatti integralasi szabad fliggvények szerepe a
kovetkezd. Az fi, (i = 1,2,3) flggvények integraldsa soran kapunk olyan fliggvényeket,
amelyek az egyik soron jelentkeznek, de a masik soron nem; ekkor az s-re vonatkozoan
ebben a sorban a (17) alapjan lehet értelmezni az s fuggveny megfeleld elemét. Ezen tal-
menden, a (18) megoldast csak abban a formaban szabad figyelembe venni, hogy az abbdl

(19) szerint nyert F, (i = 1,2,3) flggvények eltinjenek.
Ez utobbi feltétel alapjan az s fliggvényre altalanossagban az alabbi dsszefliggések
irhatok fel.

1806.%) , &% %) _ ¢

“ o (2.20a)
ﬂ%%xg&)ﬂi(ﬂixz)+X1ﬂ§(ﬂx)zxs)+x1“§s%’zxz)=o, (2.20b)
ﬂ%(ﬂxgxs) N ﬂ%% %) _o. (2.20¢c)

A (20b) dsszefliggés a (20c) képlet alapjan a
T,06.%) |, TB0w%) (2.20b%)

X X

alakba irhato.
Mivel az egyes fuggvények csak két argumentumtol fliggenek, ezért a vegyes parcialis
derivaltjaik eltlnnek, azaz

1°5,(%. %) _
%) _g. 2.21
%1% (2.21a)
1°S, (%, %) _
12 %) ¢ 2.21b
T ( )

-10-
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1°S(%, %) _
13 %) g 221

Kovetkezésképpen minden §, (i = 1,2,3) fliggvény a fliggetlen valtozéiban lineéris.

S(X,%) =CyX +CuX +  + Gy, (2.22a)
S (%, %) =Cy% + +CypX; +Cy, (2.22b)
§(%,%) = CoX, +C3% +Cp. (2.22c)

Visszahelyettesitve a (20) egyenletekbe az egyitthatdkra a

Cy +C;, =0, (2.23a)
Cy tCp =0, (2.23b)
C, +C3 =0 (2.23c)

osszefiiggéseket nyerjuk. Ezek fennallasa esetén az 5, (i = 1,2,3) fliggvények (20) alatti

kifejezései valdéban egyenldk zérussal.
A fentiek alapjan a (4-6) egyenletrendszer integralési szabad fuggvenyei &ltalanossag-
ban (17) alapjan irhatok fel, ezeket az s fiiggvény egyértelml meghatarozéséahoz figye-

lembe Kkell venni. Ugyanakkor a (22) alatt megadott integralési szabad fliggvenyek az f, (i

= 1,2, 3) fliggvenyeket nem befolyéasoljak. Ezért az s fliggvény meghatérozasa soran a (17)
tipusu integralési szabad fliggvényeket ugyan sosem irjuk ki, de az s-re vonatkozo altala-
nos integrél felirdsanal létezésuket figyelembe vesszik. Végil, az s fuggvény meghataro-
zé&sa soréan a (22) integralasi szabad fuggvényeket sosem irjuk Ki.

2.5. A megoldas madjar ol

A vizsgaland6 egyenletrendszer formalisan parcialis differencialegyenlet-rendszer. Va-
I6jaban nem minden parciélis derivalt szerepel a rendszerben, ezért nem teljes ebben az
értelemben. Az egyenletrendszer tovabbi sajatossaga, hogy egy-egy egyenlet csak két fug-
getlen valtozo szerinti parcialis differencialkifejezést tartalmaz, és minden egyenlet mas és
mas pérositast. Ez egyuttal egyfajta belsé szimmetriat eredményez, bar nem az f; fliggve-
nyekre, hanem csak azok egyfajta fliggvénykombinacidjara. (Ennek ismertetését lasd a 7.1.
pontban.) Végul peremfeltételek nincsenek kitlzve. Ezeket figyelembe véve jobbnak tlnik
a vizsgalando egyenleteket fliggvényegyenleteknek (is) tekinteni.

Ennek okéan a fliggvényekre nézve azt fogjuk vizsgalni, hogy az egyes fiiggetlen valto-
zO0kban azonosak-e. Ezt teljes altaldnossagban nem kivanjuk megtenni. A tanulmanyban az

-11 -
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Osszeg és a szorzat tipust fliggvényeket vizsgéljuk meg. Ezzel egyutt a tanulmanyban sem
az 0sszegtdl és a szorzattdl eltérd (pl. tort) algebrai, sem a hatvany, sem mas transzcen-
dens fuggvénykapcsolatokat, sem pedig a fuggvények sorozatként val6 eldallitasanak a
lehetGségét nem vizsgaljuk.

Azt, hogy a vizsgalt fuggveny — fliggetlen valtozd szerinti — strukturdja jelentds szerepet

jatszik, az f, =0, f,=0 f, = f,(x,x,)/x, szerkezetl megoldason mutatjuk be. Ertelem-

szer(en, ez egy részleges megoldas.

Ez esetben a megoldando egyenlet:

M, 11,
i ex =0 (=)
T, ‘ﬂxzx1
A megoldéas dsszegalakban:
* 2 0
fs(Xsz):C%'XzZ- (a +w)
a

A megoldés szorzatalakban:
fo(x.%)=ce? . @ w
A megoldés hatvanyalakban.

_ ><12 O

fa(x%)=%" T | (@")
& 3

f3(%%) = (e )ﬁ : (W)

Az 0sszeg- és szorzatalaki megoldasokat vizsgalddasaink soran meghatarozzuk.

A hatvanyalak( megoldasok levezetését a Fuiggelékben kdzoljuk.

A vizsgalodasok soran kilon vizsgaljuk a részleges, azaz az olyan eseteket, amikor csak
egy, vagy kettd a harom f; figgvény koziil elegendd a megoldas eldallitasahoz. Altalanos-
sagban pedig megkdveteljik, hogy mindig, mindharom egyenlet teljestljon.

Végul megemlitjlk, hogy az az eljarés, miszerint valamely tetszdleges, adott figgvényt
s-nek tekintve meghatérozzuk az f;, (i = 1,2,3) fliggvényeket, és ezt kdvetden vizsgaljuk az
f; flggvények kapcsolatat, nem targya a jelen tanulmanynak.

12—
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3. RESZLEGES MEGOL DASOK

Részleges megoldasok alatt dsszefoglal6an azt értjik, hogy nem a teljes (2.7-9) egyen-
letrendszer hatarozza meg az f; (i = 1,2,3) fuggvényeket, hanem annak csak egy része. Ezen
belil mar a részlegességet tobbféle szempont szerint értelmezhetjiik. Mi négy csoportot
kilonitiink el. Ez elsdbe az a megoldés tartozik, amelyben a harom f; fliggvény fliggetlen
egymastol, azaz a (2.7-9) egyenletek ugy szeparélodnak, hogy a szarmaztatott egyenlet-
rendszer egyik egyenletében sem szerepel két f; fliggvény. A masodikba valamely fiigget-
len valtoz6tol fuggetlen megoldasokat soroljuk. Ez annyit tesz, hogy azok az f; figgvé-
nyek, amelyeknek a kivalasztott x; valtozo szerinti parcialis differencidlhdnyadosa szerepel
az egyenletrendszerben, legyenek fliggetlenek az X koordinatatol, azaz az x; koordinata
szerint vett parcialis differencidlhanyadosuk legyen zérus. Ebbe a csoportba soroljuk a két
valtoz6tol fuggetlen megoldéasokat is. A harmadik csoportot azok a megoldéasok alkotjék,
amelyekben ugy szeparalédnak az egyenletek, hogy az egyik f; fliggvényre vonatkozo
egyenlet(ek) elkulonil(nek) a masik két f; fuggvényre vonatkozd egyenlet(ek)tol. Végiil a
negyedikbe azt az esetet soroljuk, amikor az f, = x;f; 6sszefuggées fennall; ekkor az egyen-
letek szerkezete egyszer(isodik. A négy esetet négy pontban vizsgaljuk meg.

3.1. A harom fuggetlen f; fliggvény esete

Ahhoz, hogy a (2.7-9) egyenletrendszer harom fliggetlen egyenletrendszerre essen szét,
az szlkséges, hogy az fi (i = 1,2,3) flggvény minden egyenletben szerepld minden
differencialkifejezése, illetve 6sszegik, ha tobb van belGle, 6nmagéban zérus legyen. Ez
azt jelenti, hogy az f1 X; és X, az xsf, X2 €s xs szerinti, valamint az xsf; x3 szerinti parcialis
differencialhanyadosa legyen zérus. Ekkor egyrészt az f; és f, egyarant egy egyvaltozés
fuggvény erejéig hatadrozhaté meg, az f; fliggvényre pedig felirhaté egy differencialegyen-
let. A mondottakat részletezni fogjuk.

Az igy nyert megoldasokat fogjuk az 1. megoldéscsoportnak, vagy 1. részmegoldasnak
nevezni. A megoldast jel6ld F fiiggvény folotti * index jelzi, hogy az elsé megoldascso-
porthoz tartozik a flggvény, vagy konstans.

A részmegoldast értelmezd feltételek:

ﬂ_fl = ﬂ_fl =0
™ T ; (3.1a)

-13-
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et _Tef, g

i v (3.1b)
™t _ g
%, : (3.1¢)

Mivel az f;-re, illetve az f,-re nézve tobb feltétel fel sem irhatd, tehat meghatarozhat6 a
két fliggvény az (1a), illetve az (1b) egyenletrendszerbdl:

f, = |§3(X3), (3.2a)
f,= I%(xl)/xs. (3.2b)

A megoldast megadé F fiiggvény folotti © index jelzi, hogy az integralési szabad fligg-
venyr6l van szd. A tovabbiakban hasznalni fogjuk a nulladik megoldas kifejezést is.

Az (1c) egyenlet alapjan az f; fuggvenyt a
fy = f(%, %) 1% (3.3)
alakban kell keresni. A megoldando egyenlet (lasd a (2.7) egyenletet):

f f
Pek  Toby 0. (3.4)
fix X,
A megoldast 6sszeg- és szorzatalakban keressuk.

Elsdnek az dsszegalak( megoldast vizsgaljuk. Legyen

1 2
fa(%. %) = F30¢) + f5(%) . (3.5)
Ekkor
df,0x) | d f,00)
s0) L GLUG) y g, 3.6
i ix, X (3.6)
Innét
1 1 X12
s(%) = C17 : (3.7a)
2 1
f(x) =- C %, (3.7b)

és mindkét fliggvényhez jarulhat egy-egy konstans, amit 6sszevonunk. Ekkor

f3(><1,x2)=<131§%- x2%+<03- (3.8)
1]

—14 -



dr.Lamer Géza Azintegralhat6sagi feltételekrdl

Masodiknak a szorzatalaku megoldast vizsgaljuk. Legyen

3 4
f5 (3, %) = f5(x) xf5(%,) - (3.9)
Ekkor
df(x) ¢ s dtx)
3 £ () )+ f 95X 9, 3.10
o 3(%) + f,(x)% ix, (3.10)
Atrendezve
4 3
_ f'fs(xz) _ sd ) _ (3.11)
fo(0)dx,  f5(%)xdx
Innét
fss(xl) —e > , (3.12a)
€3(X2) =e'%, (3.12h)
azaz

fL(6.%)=Ce? *. (3.13)

Osszefoglalva, a harom fiiggetlen f; fuggvény esetén a megoldas az alabbi alaku:

0
fL(%0 %, %) = F5(%) (3.143)
0
(X, %, %) = F (%) /%, (3.14b)
13(12 o) 1 Xi_xz 0
f3(><1,xz,x3)=01§7- XX +Ce? % +Clx. (3.14c)
(%]

Az elsd megoldascsoportba beletartozik a nulladik megoldas, valamint két fliggetlen
megoldas. A hozzajuk tart6z6 egyditthatokat az alsé indexek kilonboztetik meg egymastol.

Ellendrzés

Az ellenBrzés sorén a nulladik megoldast vizsgalni nem sziikséges. Csak a (2.7), azaz a

(4) egyenletet kell vizsgalni. Az xs-mal mar egyszerdsitettink:

Cl 2 p é 2_ 9 1-[ 0 C 2_
T x,3+C,e +x—CSCEL - x,+C,e
g 2 g g g "5

Xy X

0
]

‘Hxlg

—15-—
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1 1 X X 1 1 % %o
=CxtxCe? +(-)Cx +(-YxC,e? =0 (3.15)
A (4) egyenlet trivialisan teljesul.

3.2. Egy fuggetlen valtozotdl fliggetlen megoldasok
Mint emlitettlik, csak az egyenletrendszerben szerepld parciélis differencialhanyadosrol
koveteljik meg, hogy valjon zérussa. Ha ezt minden vonatkozo parcialis differencialhanya-
dosrol megkdvetelnénk, akkor az eltolasi szimmetridval generalt feladatokhoz jutnank el.
3.2.1. Az x; valtozotdl fliggetlen megoldas
A részmegoldast értelmezd feltételek:

1",

=0, 1
% (3.16a)
Tifs _
—=0 ’ A
™ (3.16b)
ami alapjan az f; (i = 1,3) fuggvényeket az
f, = f.0¢,%), (3.17a)
fo = f,(%,, %) (3.17b)

alakban kell keresni.

Megjegyzés: mivel az f, fuggvény x; szerinti parciélis derivaltja nem szerepel a rend-
szerben, ezért az f, fliggvény elvben fligghet az x; valtozotol.

A megoldando egyenletrendszer:

%(Xg f, - X% 1) =0, (3.18a)

1 1

_— f,)=—f, .

x (% ;) x (3.18b)
%(Xsfz - %% ;) =0. (3.18¢)

A (18a,c) szerint a xsf, — x1xsf3 kifejezés csak x;-tdl fugghet. Azaz

0
fz = X1f3 + F1(X1)/X3- (3'19)
Ekkor megoldandé a (18c) egyenlet:

T, 1

ok 5 (3.20)

- 16 -
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A megoldast 6sszeg- és szorzatalakban keressik.
Tekintslk elsdnek az 6sszegalaki megoldast! Legyen

£ (%:%) = £,06) + (%) (3.212)
£00%) = £,06) + (%) (3.21b)

Ekkor
() + 3 ;Z(XS) _d ;X(sz) | (3.22)

A Valtozok szétvalasztasaval két megoldas nyerhetd.
Az egyikben a két valtozd szerint teljesen szétvalasztddnak az egyenletek:

fzs(Xs) = 33/ X3, (3.23a)
f :dfll(xz) 23
f, (%) o (3.23b)

A mésikban az egyes kifejezések konstanst adnak:

(%)= G- G, (3.242)
f.(x)=c,, (3.24b)
11:1()(2) :(_‘1;1)(2 (3.24C)

Tekintsik méasodszor a szorzatalaki megoldast! Legyen

£ (%:%) = £,06) xF, (%) (3.250)
£ (%.%) = £5(%) xFy(%,) (3.25b)
Ekkor
(%) dXSJ;S(XS) _d ;X(zxz) f(x). (3.26)
Atrendezve

i, f,(x) _ df(x)

Z 3 (3.27)
LOG)d  T506)dx,

—17-
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Innét
4
1:11(x3) :%)Z(XS), (3.28a)
2 3
f,(X%,) :%)EZXZ). (3.28b)

A kétféle megoldast egy képletben egyesitve:

06,%) = £,06) +G, %, + £.06) + f,(x,) T2 %) fxs(xs) (3.292)
fs(X21X3)_%+C1 Cs+cg+cglx3+ ;)szz) ﬂ(xs). (3.29b)

A kapott megoldasrél megallapithatd, hogy az elsd tag az utolsé tag partikulris esete,

4
amikor is f,(x,) =1, valamint a masodik tag az elsd tag partikularis esete, amikor is

1 1
f,(X,) =¢ %, végil a harmadik tag a nulladik megoldas. (A sorszamozésba az egymast
Kiejtd két konstanst nem vettik bele.)
Osszefoglalva, az x; valtozotol fiiggetlen figgvény esetén a megoldas az alabbi alakd.
n
Itt alkalmazzuk az F (x) =0 jelolést. Jelen esetben a mésodik részmegoldasrol beszélunk.

A partikularis megoldasokat nem tuntettik fol.

06,%) =F00) P2 5+ ). (3:300)
0050 = SR 00 R 00 % (3.300)
050 =5 27 R0 + G, (3300)

0
Elvben az f, fuggvénynél meg kellene jelennie a C x, / X, tagnak, de ez partikularis esete

0
az F (x)/x, figgvenynek, ezért az elbbit figyelmen kivil hagyjuk.

Ellendrzés

Az ellendrzés soran csak a 2. részmegoldast elegendd vizsgalni. Tovabba, mivel fennall
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az f, = x4f5 Osszefligges, es sem f1, sem f3 nem fiigg x;-t61 ezért elegendd a (2.8), azaz a (20)

egyenlet teljestlését leellendrizni.

dF 2 dx, F,
o AP0 E () ﬂ“ CF, (1) 3 XS(Xs)_ (331)
X3§ ) ng )
Az azonosség nyilvanvalo
3.2.2. Az x, valtozotdl fliggetlen megoldas

A részmegoldast értelmezd feltételek:

« -0 3.32
o (3.322)
1If,
w Y, 3.32b
o (3.32b)
1if,
w -0 3.32
o (3.320)
ami alapjan az f; (i = 1,2,3) flggvényeket az
f=f(x.x%), (3.33a)
f,=1,(x. %), (3.33b)
fo = f5(%, %) (3.33¢)
alakban kell keresni.
Ekkor a megoldando egyenletrendszer:
1if,
— =0 ) 3.34
o (3.342)
s fs _
o (3.34D)
T f, _ T
o T 3.34
e % (3.34¢)
A (34a,b) alapjan az f; fliggvény a nulladik megoldassal egyenld.
A (34c) egyenlet megoldésat 6sszeg- és szorzatalakban keressik.
Tekintslk elsdnek az 6sszegalaki megoldast! Legyen
1 2
fi (%, %) = f,(x) + (%), (3.353)
1 2
Fo (%) = f,(x) + f,(x) . (3.35b)
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Ekkor

2 1
dx; f,(6) _d f,(x) (3.36)
dx, dx,

f12(x1) +

A Valtozok szétvalasztasaval két megoldas nyerhetd.

Az egyikben a két valtozd szerint teljesen szétvalasztddnak az egyenletek:

f ooy d ﬂ(xl)
f,(%) S (3.37a)
f06) =0/ (3.37h)

A mésikban az egyes kifejezések konstanst adnak:

(%) =G- G, (3.382)
f,0x)=c., (3.38h)
%1(Xl) = él X,. (3.38c)

Tekintsik méasodszor a szorzatalakd a megoldast! Legyen

fL(%0%) = £,00) XF,06) (3.39)
f(%%) = (%) xF, (%) (3.39b)
Ekkor
f,(%) dxsof;s(xs) _d ;ilxl) fL(x,). (3.40)
Atrendezve
Cixs fo (%) _ gfl(xl) _ (3.41)
f06)dx,  f,(x)dx
Innét
; _da(xl)
f2(><1)——dx1 , (3.42a)
f (x)= f,00) 42b
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azaz
fL(x%) = (%) & ;S(Xs) (3.43)
_d ﬂ(xi) ! 43b
000 =52 100). (3.43b)

A kétféle megoldas egyesitése alapjan:

3 dx, f,
fL00%) = £00)+6 %+ £,06) + £,(1) & XS(XS) (3.442)
d ]% 1 2 2 2 d ? 4
f2 (X11X3) = (;)Ei)(i) + C,- C2+C2+ Cglxs + (;)Elxl) f2 (XS) . (344b)

A kapott megoldasrol megéllapithatd, hogy annak az elsd tagja az kétargumentumu

4
megoldas partikularis esete, amikor is f,(x;) =1, valamint a masodik tagja az elsd tag par-

1 1
tikularis esete, amikor is f,(x) =c, x, végul a harmadik tag, a nulladik megoldas, illetve
annak egy partikuléris megoldasa. (A sorszdmozasha az egymast kiejtd két konstanst nem
vettik bele.)
Osszefoglalva, az x, fuggvénytdl fiiggetlen megoldas az alabbi alaka. Itt is alkalmazzuk
n
az F(x) jelolést. Jelen esetben a harmadik részmegoldasrdl beszélink. A partikularis

megoldasokat nem tintettik fol.

f04,%) = lgl(&)%dF—)Z(xs) + Igs(xs) , (3.45a)
fo (%, %) = d Z)Elxl) F (%), (3.45h)
fa(x, %) = C03/x3. (3.45¢)

Megjegyezziik, hogy f, burkoltan tartalmazza a nulladik megoldast, amennyiben az
3
F,(x;) =1/ %, valasztassal eliink. (Ekkor f; is csak a nulladik megoldassal egyenld.)

Ellendrzés

Az ellendrzés soran elegendd csak a 3. részmegoldast vizsgélni. Tovabba, mivel mind-
harom f; flggvény fuggetlen x.-t8l, valamint az f; a nulladik megoldéssal egyenld, azért
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elegendd a (2.9), azaz a (34c) egyenlet teljestlését leellendrizni.

3
F dx Fy(%) F 9
% g 5 g fa
Az azonosség nyilvanvalo
3.2.3. Az x3 valtozotdl fliggetlen megoldas
A részmegoldast értelmezd feltételek:
1f,
w -0, 3.47
o (3.472)
1If,
w -0, 3.47b
o (3.47b)
ami alapjan az f; (i = 1,2,3) flggvényeket az
f, = f,(%: %), (3.48a)
fy = f5(x, %) (3.48D)
alakban kell keresni.
Ekkor a megoldando egyenletrendszer:
i, T _ 9
o« 3.49
B T T (3.49)
1,
=-—, 349b
f- % -1 3.49

A (49Db,c) alapjan az f; fliggvény két részbdl all, az egyik csak x; és x, fuggvénye lehet,
a masik xs fliggvenye. Azaz (48b,c) kiegészithetd a kdvetkezd dsszefliggéssel.

£ = £,06,%) + Fy(x,). (3.50)

A (49) egyenletrendszernek haromféle altalanos megoldésa allithato eld.

Amennyiben adottnak tekintjik az f, fuggvény, ugy f, és f; egyértelmlen meghataroz-
hatd a (49b,c) Osszefliggésekbdl. Tovabba, ha ezeket az Osszefliggéseket behelyettesitjiik
(49a)-ba, akkor azonossagot kapunk (f; x; és X, szerinti vegyes derivaltjait a kétféle sor-
rendben.) Ezt tekintjiuk a 4. megoldas alapvaltozatanak.

A (49b,c) szerint a kétvaltozos f; flggvény egyértelmlen meghatérozhatd, ha az integ-
ralhatoséagi feltételek teljesiilnek. Az emlitett két fliggvényre az integralhatosagi feltétel
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éppen a (49a) Osszefliggés. Tehat jelen esetben egy egyenletiink van az f, és f; meghatéaro-
zasara, majd amazok ismertében (49b,c) alapjan f; egyértelImlen meghatarozhatd. Ezt
tekintjuk az 4. megoldas els6 partikularis valtozatanak.

Vegzetul ennek forditottjat is alkalmazhatjuk, amennyiben a (49c) egyenletbdl kisz-
6boljuk ki a f; fuggvényt és ekkor egy egyenletlink lesz a f;, f, fliggvénypéarosra, majd fs-at
(49b)-bdl hatadrozzuk meg. Megjegyezziik, hogy (49b)-t (49a)-ba helyettesitve éppen a
megoldandd egyenletet kapjuk vissza (pontosabban annak x, szerinti parcialis differenci-
aljat, de ez igy van rendjén, mert f3 (49b)-bdl egy, az x;-t6l fliggd fuggvény erejéig hata-
rozhaté meg egyértelmden). Ezt tekintjik a 4. megoldas méasodik partikularis valtozatanak.

Kuldn-kilon vizsgéljuk meg az egyes lehetséges megoldasokat.
ElsD eset

A megoldas menetét felvazoltuk fentebb, az dsszefliggések.

4 0
f1 = F12 (Xv Xz) + F3(X3) , (3'51a)

4 4

_ TR, (%) | TR, (X0 X,)
f=— 12 + , (3.51b)
2 ™ ™ X
4
f, = TR (%, %) . (3.51¢)
fix,
Ellendrzés
A (2.7) egyenlet esetében az x;-mal egyszerdsithetiink (lasd a (49a) egyenletet):
ﬁ 4 4 4 0 F4
27 L& Fo(9,%) | TR 06,%0) - TR (%)= T TR 06,%) (352)
)8 g X )8 e = ™ T

ami teljesul
A (2.8) egyenlet trividlisan teljesil, mivel az az f; értelmezd egyenlete.

Végil a (2.9), az x3-t61 valo fliggetlenség miatt elegendd a (49¢) egyenletet vizsgalni:

4 4 4 4
(349C) 1-“:12()(11)(2) +T“:12(X11X2)X1_ XlﬂF12(X11X2) - 1-“:12()(11)(2) ’ (353)
T ) T Tx,
ami teljesul.
Masodik eset

A megoldast 6sszeg- és szorzatalakban keressuk.
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Tekintslik a megoldast dsszeg alakjaban! Legyen

£ (%%) = F,(0) + £,0%,), (3.542)
06 %) = 500) + 506). (3.54b)
Ekkor, (49a) alapjan,
d1,00) L df,00) , d106) 59
dx, dx, dx,

Az egyenletet a valtozok szétvalasztasaval oldjuk meg. Két esetet kell megkilénboz-
tetni: a konstansra és az x;-t61 fliggd egyenletre vezetd megoldasokat.
A konstans esete. Ha

2 21 0
f,(x)=¢c, % +¢,, (3.56a)
1 21 10
fa(x)=¢c,x +¢, (3.56D)
és
2
f,(x,) =0, (3.56¢)
akkor (55) teljesul.
A x;-10l fliggd egyenletre vezetd eset. Ha
2 22 0
f,(x)=¢c, % +¢,, (3.57a)
és
2 2 0
fa(%) =- 6%+, (3:57)
akkor
22 ¢ 2
g=2t00 ¢ 59
amelynek a megoldasa
1 2 X12 22 20
B0 =G=-+ X+ 6. (3.59)

21 22 10 20
Az 9sszegalakban eldallitott megoldas, amelyben a c,+c, , illetve a c,+c, egyutthato-

2 0
kat 6sszevontuk c, -ve, illetve c, -va.
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(,%) = F(%) +C, % +C, (3.603)
2

2 0 2 0
f3(><1,><2)=03§%- XIHC X% +GC. (3.60b)
%]

Az ehhez tart6z6 f; flggveny értéke a kétféle integralbdl, lasd a (49b,c) dsszefliggése-
ket:

2

. ‘255(1 0 2 0
f,(2) = of:dx, =0‘1§7- X, 1 C, % +Cydx, =

(49b) o 2 (3.61a)
_ 2% X29
=G % - It X1X2+C3X2(+f(x1))
2% 2 "
£ =&Y, - x 0% = &, (x)dx + +e, Ol e =
(@)= O, - % = O, (x)d otzxzcxicszxz +¢, x, +¢, X,
(49c) 2 (361b)

3

p

28t o 2 0 ~

A NG
9

=‘f2(x1)dx1+clexz+cle-cs e 3

Megjegyezziik, hogy az egyes, zardjelben feltiintetett integralési szabad fliggvények
szerepe azonos azzal, amit az s fuggvenynél ismertettiink.

Bevezetve az

(%) = ¢ F, (%) (3.62)

jelolést, az f; fliggvényre kapjuk

2

X, %0 o o 0 o 0
= CXL——'&++C>Q'%§——'&+- (3.63)
2!3 é?’ ﬂz 2 4]

f—f(X1) C3§8 , %t

Megjegyezzik azt is, hogy f,-ben az (62) alatti fliggvény x; szerinti differenciélja jele-
nik majd meg.

Tekintslik a megoldast szorzat alakjaban! Legyen

3 4
Fo (%, %) = F,(¢) *F,(%) , (3.642)
3 4
F300,%) = f5 (%) xf3() . (3.64b)
Ekkor (49a) alapjan a megoldandd egyenlet

Ez(&)dgéxz) d;)éxi) f(x)+x f(%) f)fz ). (3.65)
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Az egyenletet az argumentumok szétvélasztasaval oldjuk meg. Kétféle feltevés tehe-
tink.
ElBszor az x,-6t tartalmazo fuggvényekre tesziink feltevés. Legyen

d1,00) _dh(x) _ &
o o F,(%). (3.66)

41
f, fuggvényre vonatkozd differencialegyenletet megoldva

fL00) = ¢ e, (3.67)
kdvetkezéskeppen

f.x)=c e (3.68)
Ez esetben

3 d f

f00) =% 1,0¢) + L) (3.69)
dx,

Maésodszor az x;-et tartalmazo fliggvényekre tesziink feltevést. Legyen

1,06 =% f,(0) =%X(f’. (3.70)

32
f, fuggvényre vonatkozd differencialegyenletet megoldva

32 Xl
f(Xl) ce?, (3.71)
kdvetkezéskeppen
32 Xl
h(x)=cxe . (372)
Ez esetben
2 dt(x)_df(x)
f + A 10%) _d L) 3.73
5(%,) dx dx (3.73)

42
A (73) egyenlet az f,-re nézve az alabbi kdzonséges differencialegyenletnek felel meg:

y'(x) +a(x)y(x) = F(x). (3.74)

Ennek a megoldaséat a
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m(x) = eF (3.75)
integralo szorzé alkalmazasaval az
- ey
y(X =) Of (m(x)dx+C (3.76)

alakban allithatjuk eld.
Kdvetkezésképpen a (73), mint differencidlegyenlet megoldhato, és az egyenletben sze-
repld ket fuggvény kozott egyértelmi kapcsolat az alabbi 6sszefliggés szerint adhaté meg
42 1 (} d (Xz) 429
f(%) = oz gozie“dx2 +C,o (3.77)
a

A szorzatalakban nyert megoldas az alabbi alakban foglalhat6 6ssze.

(} (Xl) . 32 Xl 42
fo (%, %) = gf (><1)x1+ Jxl _cge2+chlez f, (%), (3.78a)
2

f S AL g 22 3ag
(><1X2)—f(x1)cse +ce W dx, +c,c,e? . (3.78b)

Az ehhez tart6z6 f; figgvény értéke

(49b) alapjan
. \a%l 4 2 X X | f(Xz) . 32 42 leng
f1(2)=of3dx2=c§f3(xl)qez+csez ofezdxzwcgez L, =
2 (3.79a)
. 32 Xl 2(X2) y 32 42 %z_xz
—f(xl)c3e2+c3e F Oiedezdxz-cgcse .
(49c) alapjan
s _ & Logds o %o
L) = .- xlfsdxl—céfs(xl)xi+ ™ e roxet Lix)- (379
]
=) L R4 X -ng
oqé@(xl)cgeﬂcgez od;ﬂﬁdw%ez -
o
2 % g

= gof s (%)% dx + , (><1)4?3 e? +ce? f,(x)-
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A M . 32 X; %o df(xz) o 32 42 X;‘Xz
- Of:(x)xdxce® - ce OT dx, - e’ .

Az f; figgvény két alakja latsz6lag nem egyforma. Valojaban egyforma. Azt kell meg-

mutatni, hogy az

1 d « 1 df, “
céexz 075()(2) e*dx, dxz— 3 L (%) - o—d(XZ) 2dx, (3.80)
X, : X,

egyenldség teljesil. Ezt a parcidlis integralas segitségével latjuk be.
Az egyik ,trikk” a bizonyitasban, hogy az Oﬂe“dx2 mennyiséget kell u-nak

venni, majd a differencialaskor eltlnik az integral. A ma3|k Ltrukk”, hogy a v’-nek valasz-
1 . s . .

tott — - az elGjeltdl eltekintve —, egyben a v is.
e 2

Az alapOsszefliggésiink tehat

cuv'dx=uv- cu'vdx. (3.81)
Ekkor
1]
_Bdt) gy 2 10 L0 % 10, (382)
_gwe ngg- o CETe _ﬂ_g i, =
== 0‘% Xde2+0%dx2:ﬁ(xz)- %@‘]'E%e&dxz,

amit bizonyitani kellett.
Megjegyezziik, hogy ez az eredmény egyenertékl azzal, hogy egy flggvény a derivalt-
jabdl az exp(—x)+.exp(xX)dx transzformacio segitségével egyértelmlen eldallithato.

1 .df(X) « el (df(x) . 8
f( )— Od—x e‘dx+ c%ex Od—xe dX—édX. (383)

Ezutén felirhatd az f; fliggvény végsd alakja:

_31 4 32 X; 42 % % 2(Xz) . 32 42 %z_xz
= LCE +ce? f,00)- ce oiedez-cscse . (3.84)

A nyert megoldas az aldbbi alakban foglalhaté 6ssze. A negyedik részmegoldasnak
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megfelelden a felsd index 4, az egyes csoportokat a 4 utan tett szammal jel6ljik.

Y VD L T o,
f(%%)=-C&- % +—1-CX X +C><1 C - X it
1 2 2@ ? i} i 2 (3.852)
. X1 42 %o dF X 4 XL_XZ .
B+ Eooe v Fx)- er o% dx- Cet ",
Xl 42
f, (%, %) = sz2+C+ 1()(1)+9F(><1)><1+ 1()(1) e +xe? Fy(x), (3.85h)
g 5

fs( Y VL PRV -JONEA, S £, 00) gy, +Cye? (3.85¢)
3 Xi’XZ) 1§ X2+ 2X1 4 1(X1)e e Oie XZ Se . .
1]

Ellendrzés

Elsdnek a (2.7), azaz a (49a) egyenletet ellendriziink, a haromféle figgvények megfe-
lelden harom részben. A polinomokra vonatkozdan az ellendrzés trivialis. A csak az expo-

nencialis flggvények esete (f,-re rendezve):

> 41 0
ﬂgxl |4:11(X1) + d Fl(Xl) Texz

\ ES
~

- 4“1 4 X %o 4“1 4 - %,
& N5 _TRMe et | R(ger  cer " (86
T, T, T Tix, Tix,
Az azonosség nyilvanvalo.
Az integraltranszformalt fuggvények esete:
< dR() <o R, (%)
2 =% dF X) x =-x dF X5)
X 42 ez o e ez "¢ 2*27e:d
ixe? F(x) _ dx, . rx dx, . _
fx, T ‘sz (3.86Db)
= Xie%- X2 Oﬂexzdx2 + Xl(- l)e 2 "X Oﬂexz dX2 + Xle 2 Z)EZXZ) Xz
Ez az azonosség is nyilvanvalo.
Masodiknak a (2.8), azaz a (49b) egyenletet tekintjuk.
2 4 X X
Cé—-x20+C2><1+C+F(x1)eX2+e2 ()*OIF(XZ)eXZdXJCSe2 =
a
q & 33(14 X1 X22 o 4 33(12 o 4 4 a(lz 09
=_'1c¢c C +22 1. L +C C,G—=- x T+ 3.87
.szé 1§8 - % 22 2 % ng 3% - 4§ % (3.87)
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x4 4 X ng
é 0+ B e’ Bog)- e o—dzx(f) edx,- Ce
a
Az azonosség fennall, mivel
®x 4 » 42 9 M 42
ﬂﬂ Se? F, (%) - e2 zc‘)(%exzdxz;ez %WL
E o E (3.88)
X 42
+e X dF (XZ)eXdez X dl;(xz) ‘- 2 ‘d?(XZ)eXZdXz-
X X,
Végil a (2.9), azaz a (49c) egyenletet tekintjik.
4 4 d|4:01(X1) 8311 dF(Xl). x° 42
C2X2 +C3+—+ Fl(Xl)X1+ ’ +Xle F (Xz)
% & % 5
= 2 o 4 4 a X X’ ng
RECEE - %2+ Cx +Cr R (x)e” e s e rCer s
p .
2 (389
4 2 2 : s 2
-1Z C“lgi_xl_xﬁ 9.¢ ? W Sedx- 54?_ Z
X 8 2 @ i} 20
ﬂ [T x4 2()(2) % 4 Xi_x 9

L&)+ fxger ver Eou)- e Xzo—e dx, - CGe?
hg a
ami trivialisan teljesul.

A (49a) egyenletet azzal a feltevéssel oldottuk meg, hogy mindkét benne szerepl6 fligg-
veény a (47) feltétel miatt (48) alakba irhato. A (49a) egyenletnek léteznek ettdl eltéré meg-
oldasai is, amennyiben mas, tovabbi feltételt tarsitunk a (47) feltételekhez. Ezek a tovabbi
feltételek a (49a) egyenletben szerepld harom kifejezésnek egyenként a nullaval valé meg-

egyezese. A tovabbiakban ezt a lehetséges harom esetet tekintjik at.

Az elsb kiegészitd feltétel
Mo (%, %) _
—2 12l =0,
% (3.90)
Ekkor a megoldand6 egyenletrendszer:
f.(X, f
ffa(4.%6) | I00%) _ (3.912)

X fix,
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ﬂfZ(XPXZ) :0.

™ (3.91b)

Az elsb egyenlet, amely azonos a (4) egyenlettel, megoldasat (8) és (13) alapjan irjuk

fol, a masodikat integraljuk:

1 %(12 0 1 X x, 0
f3 (X, %) =Q§7- xzé+ C,e? +C, (3.92a)
1
fo(%,%) = f,(4). (3.92b)
Ezek a fuggvények mar szerepelnek a (85) alatti megoldasban, ezért figyelmen kivil
hagyhatok.
A méasodik kiegészitd feltétel
06 %,) _
——=0. 3.93
o (3.93)
Ekkor a megoldando egyenletrendszer:
T, 06 %,) _ (% %)
- 1 394
%, X, (3.942)
(4 %) _
———==0. 3.94b
o (3.94b)
A megoldés kozvetlenil felirhatd
dR(x) . . dFR(x)
f(x,x)= 2%, AR 3.953
2(%: %) dix X, ax (3.953)
43
fa(%.%) = F(%) - (3.95b)
(95) alapjan meghatéarozzuk fi-et (49b) és (49c) osszefliggésekbdl.
‘43 43
fi(2) = (R(x)ax, = F (X)X, , (3.962)
\a?j |4:3(X1) d |4__0(X1) 43 9 43 40 \43
f1(1)=c§ b Bt g T ROOX B =R00% HR00 - Fi00xde,  (396b)
a
ahonnét
40 43 ‘43
fi(%. %) = R0G) + R (%)X - CR04)%dX . (3.97)
A harmadik kiegészitd feltétel
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06 %,) _
—3 127 =,
. (3.98)
Ekkor a megoldando egyenletrendszer:
M, (3%, %) _ TFa(%, %)
% % X (3.99a)
(06 %,) _
—3 127 =,
. (3.99b)
A megoldés kozvetlenil felirhatd
. dF,
00 =F 005 + S5, (3.100a)
44
f3 (X11 Xz) = Fz (Xz) : (3'100b)
(100) alapjan meghatarozzuk f;-et (49b) és (49c) 6sszefliggésekbdl.
44
f,(2) = (R, (%)dx,, (3.101a)
aM (Xl) 44 O
(0 = R 0% + 2200y F ) x = F(%). (3.101b)
2
ami alapjan f;
. 44 40
fi (%, %) = (F(%,)dx, + F(x). (3.102)

A masodik és a harmadik kiegészitd feltétellel nyert részmegoldasok esetében is ellen-
Orizni sziikséges a (2.7-9) egyenletrendszer teljestlését. Mivel az ellendrzés trivialis, ezért
melldzzik.

A két fuggetlen egyedi megoldas figyelembevételével a (49) egyenletrendszer teljes

megoldasa:
4@(14 X12 Xzzo 4 a(lz O 4 a(l o}
fL(%,%)=-C&L - Lx +-2%-C,x +Cox &
1 8727 25 2§3 A PR
x12 42 - %, 4 i-xz
By vet Ep-et @R gy i, (109

dx,

FF(%)% - ()% + & (%)%,

-32-



dr.Lamer Géza Azintegralhat6sagi feltételekrdl

ALY
d ?
* 5 (3.103b)

¢ dF,
f,(%,%) =C, % +Cy+ (X1)+9F(x1)x1+
dx, g

58 oy s AR
d

+xe? F(x)+ x2+F (%)%

2

4 6 4 4 a4
fs(xi,xz):cla%- Xi+C,x +C,+ F(x)e* +

° (3.103c)
d |: o L_ 43 44
ver o% dx, +Ce? " HR(x) +F(00),
Harmadik eset
A megoldand6 egyenlet.
f, (X, f, (X,
f(x, %) = Tae)  TLK0) (3.104)

ix, ix,

Az egyenlet formailag nagyon hasonl6 a (49a) egyenlethez. Annak az egyenlet megol-
dasa szempontjabol kuléndsebb jelentésege nincs, hogy az f; helyett f; szerepel benne,
annak viszont van jelentdsége, hogy f; X, szerint vett derivaltja helyett maga az f, fliggvény
szerepel. A gyakorlatban a megoldas menete azonos, mint a masodik esetben, csak az f,-
ben megmutatkozd eltérést kell néhany ponton figyelembe venni. Tehat, ahol lehet atvesz-
szlik a masodik esetbeli megoldast.

A megoldast 6sszeg- és szorzatalakban keressuk.

Ha az 6sszeg alaki megoldast a

(%0 %) = fi(x) + £.(%), (3.1052)

(%,%) = (%) + (%) (3.105b)

alakban keressik, akkor a megoldas

(%,%) = £.00)+C %, (3.1062)
fo (%, %,) —%}Ej‘l)mxl (3.106b)

Az ehhez tartdz6 f; fuggvény értéke (49b) alapjan:

- O_¢c
f ﬂng (><1)+C1><2‘Zj q (3.107)
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Ha a szorzat alaki megoldéast a

(% %) = (%) ¥, (%), (3.1083)

£ (%,%) = £,(%) xF,(%,) (3.108b)

alakban keressiik, akkor a megoldand6 egyenlet

f,(%) xf,(x,) = dx(lxl)f(xzwxlf(xl) fx(z ). (3.109)

Ez az egyenletet (65)-el analog mddon oldjuk meg.

Ha az x,-0t tartalmazo fuggvényekre tesziink feltevest, akkor a (65)-nél ismetett eljaras
Iényegében valtoztatas nélkil alkalmazhatjuk. Ebben az esetben annak nincs szerepe, hogy
f, nincs x; szerint derivalva, mivel az exponencidlis fliggvény derivaltja 6nmaga.

Ha az x;-et tartalmazd fliggvényekre teszlink feltevest, akkor két lehetdség kozdl

valaszthatunk. Az egyik, hogy a (73)-mal anal6g
df (%) _
f + f 3.110
1 (%) ix, (%) ( )

82
egyenlethdl egyszerlen kifejezziik f,(x,) -t, a masik, hogy (110) egyenletet — hasonléan a

82
(73)-hoz — megoldjuk f,(x,) fuggvényre nézve. Az elsd esetben a (72)(82) indexpart
(73)(83) indexparral cseréljuk fel. Végil tisztan exponenciélis megoldas esetén a (72)(82)
indexpart (74)(84) indexparral cseréljik fel.

A szorzatalakban nyert megoldas az alabbi alakban foglalhat6 6ssze.

2 % Ay, 82 73 % g3 74 84 XL_XZ
Lx%) = h(x)Ge" roe? " ehx)etd rae’ f(g)+ager T, (G119
& Al 2 e o on 28 df(xz)
0% x) = ER0)X + =1 = _qe2+q>96 f,0¢) +axe? Zf,(%) +——==_. (3.111b)
§ 5 g 5
A hozza tartdz6 f; fuiggvény:
q a1 81 72 Xl_x 82 73 % g mes X x9
fs(Xl,Xz):EéflO&)Cse”qez of.(x,)e"dx, +ce? f,(x)+cge? 7=
; ?  (3.111c)
71 81 2 % %, 2 X 8 73 % f(Xz) 74 84 XL_XZ
= fi(x)ce” - ce? of (x)edx, +ce? f(x)+ce? —2222-cge?
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Ellendrzés

Elegendd a (104) egyenletet ellendrizni, mert (2.8) a (104) x, szerinti parcialis deri-
valtja, (2.9) pedig megegyezik az fs-at értelmezd egyenlettel.

Y Coes ¥ 2Ed ()Y
éf (Xl)X1+ 1(X1)_Clexz 'f'('.'.l)(le2 f(X2)+C1X1 2 éf (X2)+ Z(XZ) =

]

q a2 81 7 X4 - %, 73 % g3 gy X % 0
:ﬂ—é (Xl)%ez +Cle2 Of (XZ)EXZdX2 +(:;le2 f (X2)+Clclez I+ (3112)
1]

ﬂ 2 % Sx, 82 73 % g3 mes X % 0
+X1—9f (Xl)CseXZ +tge? of(g)evdx, +ce? f(x)+qge? T

T & o
Az azonosséag a csak exponencialis fuggvényekre azonosan teljesil. Az integréltransz-

formalt fliggvényre — végrehajtva az x; €s x, szerinti differencialast — irhatjuk, hogy

82 82 82 82
X T,00) =€ ¢ f,(x%)e%dx, - xe 7™ (f,(x)e"dx, +xe ™ f,(x)e*, (3.113)
ami igaz. Ezzel igazoltuk, hogy (112) teljesul.
Vizsgéljuk meg, hogy vajon a (103)-t6l 1ényegeben eltérd megoldast kaptunk-e?
A ,,41” index( megoldas megegyezik a (71)(81) indexpard megoldéssal.
A ,,42” index( megoldas megegyezik a (72)(82) indexpéard megoldassal. Ahhoz, hogy

42 82
ezt belassuk, az F,(x,) = f,(x,) valasztassal kell elni. Ekkor f, esetében az azonossag nyil-

vanvald. Az f; és f; esetében az azonossag ugyanazon egyenlet fennallasa esetén teljesiil,

nevezetesen, ha fennall az

1 dF(x) &% dx, =

ex dX2 = F (X2 dzz(xz )e dXz ) (3.114)

egyenlet. Parcidlis integralast alkalmazva a bal oldalon (114) igazolhato:

42
1 dFE « 0 42 dexz
2o ea = 2 68 B e Uik - S i)
€ % (3.115)
=F,(%)- gc‘fz(xz)exzdxz-
Azaz felirhatd az aldbbi integraltranszformacio is:
F(x) = Odfd% de+§c‘)f (x)etdx. (3.116)
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Osszevetve a (83) integraltranszformacioval, kapjuk:

A
Zeei c‘)df(%@dxgjx =~ Of . (3.117)

A (72)(82) indexpard megoldas megegyezik a (73)(83) indexpard megoldassal. Ennek
igazolasahoz azt kell belétni, hogy a kévetkezd harom azonossag teljesul:

(t) 00) =2 o (e, (3.1182)
(F2) f o)+ 3 ‘;)szz) =f.(x), (3.118h)
(f2) d ';)szz) f(x,)- —Of (x,)ed (3.118¢)

A bizonyitas azon alapul, hogy ha (118b,c) bal oldalan all6 kifejezéseket (118a) segit-
ségével kikiiszoboljuk, akkor azonossagot kapunk (Ez nem meglepd, hiszen mindkét meg-
oldés ugyanannak a differencialegyenlet-rendszernek a megoldasa). A (118) x. szerinti
integréltranszforméaciét értelmez. A tovabbiakban (118) bal oldalan all6 kifejezést része-

sitjuk elényben a jobb oldalon all6hoz képest.

4
A C, egyutthat6ju megoldas megegyezik a (74)(84) indexpart megoldassal.
Most a hdrom kiegészitd feltétel eseteit kell atnézni.

A (90)-nel analdg feltétel esetén a megoldast (92) alapjan irhatjuk fol. (A (119b) a (90)-
nel analdg feltétel.)

( )—C?' C Xlz'Xz C (3 )
f )(1,X2 X2 + e? +C, 119a
1 gl 2 = 2

-0
[ec]
[ec]
‘HX

X8 ;2 o 8 Xi_x 0 - %
fs(xpxz):%écl%' x:tC,e? C =-C-Ce? . (3.119¢)
2

Q-

4 4
Ez megegyezik a C, , illetve C, egyiitthat6ju megoldassal.

A (93)-mal analdg feltétel esetén a megoldast (95) alapjan irhatjuk fol. (A (120a) a (93)-
mal anal6g feltétel kdvetkezménye.)

(% %) = F(%), (3.1202)
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fo (%, %,) - dR(x) E)Elxl) , (3.120b)
f,06,%,) =E|8=‘Z(x1) =0. (3.1200)

Ez megegyezik a ,,40” index(d megoldéassal.
A (98)-tel analdg feltétel esetén a megoldast (100) alapjan irhatjuk fol. (121a) a (98)-tel
analdg feltétel kovetkezménye)

fL06,%) = 00, (3.1214)
f, (%, %) =d';1—)2(2)x1, (3.121b)
f3(%, %) =d';1—)EZX2). (3.121c)

44 85
Ez megegyezik a ,,44” index( megoldassal (F,(x,)dx, = F(x,) valasztassal. A tovabbi-

akban a (121) alatti alakot alkalmazzuk.

Ezt kdvetden a kiegészitd feltételekkel kapott megoldéasokat ellendrizni nincs miért.

Az e pontban elvégzett integralasok eredményeképpen a kovetkezdket kell megje-
gyezni.

Az {f,,f3}, illetve az {f,,fi} csoportositas alapvetden ugyanarra az eredményre vezet.
(Ami nem meglepd, hiszen ugyanazon differencialegyenlet-rendszert oldjuk meg.) Ez els6
esetben nyert polinomialis megoldas gazdagabb, mint a méasodik esetben nyert. Ertelem-
szer(lien a teljesebb megoldéast vessziik figyelembe. A kétféle bontés egyuttal lehetdségét
nyUjtott egy integraltranszformacio értelmezesére, illetve a megoldasnak szimmetrikusabb
alakban val6 eldallitasra.

Végezetil rd kell mutatni a kdvetkezore. Az x; valtozotol flggetlen megoldasnak a leg-
altaldnosabb alakja (51). Az (51b) egyenletet fi(x1,x2)-re nézve differencialegyenletnek
tekintve kapjuk azokat a megoldasokat, amelyeket a masodik, illetve harmadik eset alatt
allitottunk eld. Ezeket 4P (partikularis) megoldasként tartjuk szamon.

Ezt kdvetden megadjuk ezeket a partikularis megoldasokat.

B % %0 4

) =- ¢ S 0 G
1(X11X2)_' 1%?'7)(2 75' leé?'ng 3 % - 47' XZB
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Xl 42

Ay, M . 44 3.122
+F (%) + F(4)e" +e? F(x)- Cy S R(0)% - CR(x)xdx + Fy(x,), (31223)

¢ dF, dF,(x) 2
f,(%,%) = C, % + Cy+ d)flxl)+§F(x1)x1+ d)éxl)i
) e (3.122b)
S L AR AR, L dR0)
+xe2 F(X2)+ 2X2;+ 1X1X2+ zxle
g dx, p dx, dx,
4 2 o 4 4 @
f3(x%, %) zcla%' Xi+C,x +C,+ F(x)e” +
0 (3.122¢)

AR, & dF, (%)

+e2 — 232 4 Ce? +F + 2227

b TG 00+ =3
42

Fel kell hivni a figyelem arra, hogy a (103), illetve a (122) kepletekben szerepld F,

44
illetve F fliggvények nem azonosak!
3.2.4. M egj egyzések

Két valtozotdl val 6 fliggetlenseg
Két valtozotdl valod fuggetlenség alapvetden trivialis feladatokra vezet. Ugyanakkor
érdemes attekinteni, mivel az ebben a fejezetben nyert megoldasok egyfajta ellendrzéset
kinalja.
Az (x1,%2) parostdl vald egyidejl fliggetlenség.
Ez formélisan azt jelenti, hogy a harom f; fliggvény mindegyike csak xs-t6l fligghet

(természetesen f, kivétel, az fligghet x;-tl). Ezen kivil fenn kell, hogy &lljanak az alabbi

egyenletek:
T fs _
7 (3.1233)
f,- xf,=0. (3.123b)

Természetesen felhasznélhatjuk az eddigi eredményeinket. Az x;-tdl vald fuggetlenség
feltételéebdl nyert (30) alatti megoldast x,-t61 fuggetlennek tekintjik, akkor az alabbi meg-
oldéast nyerjuk.

(%) = F(%) (3.1242)
£ (%,%) = F(%)/ %, (3.124b)
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f,(x,) = co;/xs, (3.124c)

Ez megegyezik a (45) alatti egyenletbdl nyert megoldéssal, ha azt x;-t8l tekintjik fug-
getlennek.

3
Itt persze két tényt hasznaltunk Ki. az elsd, hogy (45)-ben az F,(x,) =1/, valasztassal

f; flggetlen az x;-t6l. A masodik, hogy értelmezésiink szering f, fligghet az x;-t6l, mert f,
X1 szerinti parcialis derivaltja nem szerepel az egyenletrendszerben.

Az (x2,%3) parostdl vald egyidejl fliggetlenség.

Ez formélisan azt jelenti, hogy a harom f; fliggvény mindegyike csak x;-tol fligghet

(természetesen f; kivétel, az fligghet xs-tdl). Ezen kivil fenn kell, hogy élljanak az alabbi

egyenletek:
T fs _
=0, 12
1, (3.1253)
f;=0, (3.125b)
qf
fo-xfa=or 12
2~ X3 ™ (3.125c¢)
Ez a,,40” index( megoldasra vezet, azaz
40 0
fL (%, %) = R (%) + R (), (3.126a)
dF,(x)
f,(x) =) 3.126b
2(%) dix ( )
f3(x)=0. (3.126¢)

Megjegyezzik, hogy mind a (45) megoldasbol x; szerinti fuggetlenséget, mind az (51)
megoldashol x; szerinti fliggetlenséget feltételezve ugyanehhez az eredményhez jutunk.

Az (x3,%1) parostdl valé egyidejl fliggetlenség.

Ez formélisan azt jelenti, hogy a harom f; fliggvény mindegyike csak x,-tol fiigghet
(természetesen f, kivétel, az flgghet x;-t6l, valamint f;, mert flgghet x;-t6l). Ezen kivil
fenn kell, hogy alljanak az alabbi egyenletek:

%(fz - xf,)=0, (3.127a)
f
3 =:11—X12, (3.127b)
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f,- xf,=0. (3.127¢)

Ennek a megoldasat is indirekt aton allitjuk eld. Az x;-t6l valo fliggetlenség feltételébdl
nyert (30) alatti megfoldast xs-tdl fliggetlennek tekintjik, akkor az aldbbi megoldast nyer-

jik.
£L06,6) = F,00) + Ry (%), (3.1283)
- dF, (%) 1280
f, (%) =% i (3.128b)
_dR,(x)
f3(x,) = x (3.128c)

Megjegyezziik, hogy az (51) megoldashbol x; szerinti fliggetlenséget feltételezve ugyan-
ehhez az eredményhez jutunk.
Az eltolasi saimmetriérol
Az (&ltalanos) eltolési szimmetriat az alabbi 0sszefliggéssel értelmezziik:

oo, (3.129)

l
ahol « az eltolas iranya.

Az x; irany eltolasi szimmetriat az alabbi feltételekkel értelmezzik:

1,

=0, 3.130
1If,
w0 3.130b
ﬂxi ( )
1If;
o 0 3.130
ami alapjan az f; (j = 1,2,3) fliggvényeket az
fi = 1 (X gmoasr X+ 21moa3) (3.131)

alakban kell keresni.
Ez a jelen pontban targyaltakhoz képest a 2. részmegoldasban jelentds valtozést ered-
ményez, mert f,-ben nem lehet jelen az x; valtozo, a 3. részmegoldés valtozatlan, a 4.

részmegoldas valtozatlan. A részleteket mell6zzik.

3.3. Az egyenletrendszer szepardélasa két, illetve egy flgg-
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vényt tartalmazo r észrendszer ek dsszegére
3.3.1. Az {f,f;} és{f3} csoportositas esete

A szétvélasztas feltételei az f; fuggvenyre:

ﬂ_f3+ ﬂ_f3:0

Al Yvitl (3.132a)
LAY
X,

(3.132b)

Ez az 1. részmegoldast értelmezi az f; fliggvényre (lasd az (1c) és a (4) egyenleteket).
Ezért ezzel itt a tovabbiakban nem foglalkozunk.

A szétvalasztas tarsulo feltétele az {f,f,} fuggvényparosra:

fif, _

— =0, 1

™, (3.133a)

Tty _

—==0, 1

7, (3.133h)

ami alapjan az {f,,f,} flggvényparost

f, = 1,06, %) (3.134a)
f, = 1,0¢,%) (3.134b)

alakban kell keresni.
Ekkor a megoldando egyenlet az {f,f,} fliggvénypérosra:

P, 1

o (3.135)

A (134) feltétel és a (135) egyenlet megegyezik a 3.2.2. pontban értelmezett x, valto-
z6tol fuggetlen feladatkitdzés {f,f,} fliggveényparosra vonatkozo6 részével. A megoldast a
(45a,b) dsszefuggések adjak.

3.3.2. Az {f,,f3} és{f1} csoportositas esete

A szétvélasztas feltételei az f; fuggvenyre:

i, _

— =0, .

™ (3.136a)
i, _

-,

™ (3.136b)

Ez az 0. részmegoldast értelmezi az f; fliggvényre (lasd az (1a) és a (2a) dsszefliggese-
ket). Ezért ezzel itt a tovabbiakban nem foglalkozunk.
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A szétvélasztas feltételei f, és f; fliggvényekre:

ﬂ;](;:s =0, (3.137a)
l(xs f, - x%f;)=0. (3.137b)
T,
A (137b)-be (137a)-t behelyettesitve nyerjik,
ﬂ.l)?x:? =0, (3.137¢)
ami alapjan az f; és f3 fliggvényeket a
f, = 1,06,%)/%, (3.138a)
o= (%, %)% (3.138b)
alakban kell keresni.
Ekkor a megoldando egyenlet az {f,f,} fliggvényparosra:
T Wy T (3.139)

™ Tx T

Ez a feladat igen hasonl6 az 3.2.3. pontban értelmezett feladathoz. A (139) egyenlet
megegyezik a (49a) egyenlettel. A két feladatban az eltérés az, hogy az xs valtozétol flig-
getlen megoldasban f; kapcsolodik a {f;,f,} flggvénypéroshoz, itt ez nem &ll fenn. To-
vabba az xs valtozotdl fuggetlen megoldasban — a definicié értelmében — az {fy,f,} fligg-
venyparos fliggetlen xs-tdl, itt reciprok 6sszefliggés all fenn. (Vessd 6ssze a (48) és a (138)
képleteket!) Mindezek ellenére, vagy éppen e mellett, a 3.2.3 pontban nyert megoldast,
pontosabban a (3.49a) egyenlet megoldasat — tehat a (60) és az (78), valamint (95) és (100)
dsszefuggéseket — a jelen feladat megoldasara felhasznalhatjuk. Ennek soran mindosszesen
arra kell figyelemmel lenni, hogy az abban szerepld figgvényeket xs-mal osztani kell.

Veégul felhasznaljuk a (115) alatti 6sszefuiggéseket is.

A nyert megoldas az alabbi alakban foglalhaté 6ssze. (A fliggvényeket és a konstanso-
kat a korabban leirt modon egységesitjik.)

0
f106, %, %) = R (%), (3.140a)
&, %’ & d |:
fo (%) %1 %) =§F1(X1)X1 + J)Elxl) e % +xe? EF 2 (%) + d)szZ) /% + (3.140b)
ﬂ ﬂ
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53
L AR ()
dx,

54 5 5 0
X, 1%+ F,(06)% 1%+ C, % 1%+ Cof X3 + F (%) /%,

xz 52
-5 dF,(X)

51 53
fu002,6) =R 00" I et =L S0+ ) x +

, (3.140c)
a(i? 1 04

54 1 o) 1y, 5 0
+F, (%)% +C1§7- %% +Ce? % +Cyx /% +Clx,
a
A felirasnal mar felhasznéltuk, hogy fs-ban a polinomok, illetve az exponencialis fligg-
veny-per-x; az 1. részmegoldast adjak vissza. Tovabba az f, esetén a const/x; partikuléris

5
eset, a tovabbiakban figyelmen kivul hagyhatd. VVégezetil belathatd, hogy a C, egyiittha-

53 5
tos megoldas az ,,53” réeszmegoldas partikularis esete F (x) =C, x, valasztassal.

Mivel a megoldast nem teljes egészében vettilk at, célszerlinek tlnik ellendrizni, vagy
legalabbis végiggondolni az ellendrzést.

Mivel {f1,f,} figgvényparos (138) alaku, ezért a (2.9) egyenlet bal oldala zérus. Mivel f;
fuggetlen x.-t8l, ezért a jobb oldal is. Hasonlé meggondolassal igazolhat6, hogy a (2.8)
egyenlet is teljesil. Ezek utan ellendrizni a (2.7) egyenletet kell. Ebben viszont nem jatszik
szerepet az xs, mint osztd, hiszen az egyenletben szerepld minden kifejezésben szerepel
szorzOtényezoként is. Tehat ugyanazokat az (x;,X)-t6l fuggd fuggvenyeket kell beirni
ugyanabba az egyenletbe, mint a 3.2.3. pontban tettiik, azaz a (2.7) egyenlet is teljesul.

3.3.3. Az {f3,f1} és{f, } csoportosités esete: {f,} fliggetlen az {f3,f1} parostol

A szétvélasztas feltételei az f, fuggvenyre:

T, _

—2 =0 , .

=, (3.141a)
et g

bt (3.141b)

Ez a 0. részmegoldast értelmezi az f, fliggvenyre (lasd az (1b) és a (2b) képleteket).
Ezért ezzel itt a tovabbiakban nem foglalkozunk.

Az {f3f1} flggvényparosra nézve a tobbi egyenlet nem feltétel, hanem megoldandd
egyenletrendszer. Ez a kdvetkez0

s s _ M,

% ™ (3.142a)

— 43—



dr.Lamer Géza Azintegralhat6sagi feltételekrdl

I f, _ Ity

T v (3.142b)
Cxx s _ I

™, o™ (3.142¢)

Mint azt a kdvetkezd pontban megmutatjuk, ez egy altalanosabb eset része, ezért nem
itt, hanem ott targyaljuk.

3.4. Azf, aranyos az x,f3 kife ezéssel
Ebben a pontban kihasznaljuk azt a tényt, hogy az f, — x;f; kifejezés egyarant szerepel a
(2.7), és a (2.9) egyenletben. Ugyanis, ha f, aranyos az x;f; kifejezéssel, akkor formalisan

nem szerepel az egyenletrendszerben. Ezt a feltételt a

alakba irjuk. Harom esetet fogunk vizsgalni: « « 0, « « 1, tovdbba a » = 0, valamintae =1
eseteket.
3.4.1. Altaldnoseset: » » 0, » 1
A megoldando egyenletrendszer a:

s - 1)k fxf

o v (3.144a)
f,qf
ﬂ?—xj = 1?—)(12 , (3.144b)
f,of
- (1- | )—“’;112 3 =1"]T—X11. (3.144c)

A (144b) egyenlet segitségével a (144c) egyenletbdl az f fiiggvényt kikiiszoboljiik. At-
rendezve az egyenleteket

Al 1- 1 Wy =0
x ( )Xl.nxz : (3.1453)
, 1- 1 M, =0
x ( )Xl.nxz : (3.145b)
xs 3 _ TIf,
T (3.145c)

A (145) alapjan a ket fliggvény szerkezete a kovetkezd

fi = £.(%, %) %9,(%;) , (3.146a)
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fa = f5(%, %) X0,(%;) - (3.146b)

Ezen belul az f; (i = 1,3) megoldasat az (145a,b) adja, mig a két fliggvényt az (145c)
egyenlet ,,csatolja” egymashoz.

Az (145a,b) tipusu egyenletet mar megoldottuk, lasd a (4) egyenletet. Az eltérés csupan
annyi, hogy ez egyik tagban megjelent egy (1 — *) szorz6tényezd. Tovabba, a (4) egyenlet-
ben f3 nem volt xs-t6l fliggetlen, és ezért ott megjelent a x;, mint 0szt6. Mindezeket figye-
lembe véve a megoldast a (14c) alapjan irjuk fel mindkét fiiggvény x; és x valtozotol
fuggo részére, egyébként figyelembe vessziik (146) osszefliggést is.

%2

& Xl2 01 (1-I)T- X2 2 3
f1(><1,x2,x3)=§(1- I )7- X 10,(%) +e 9:(%) +9,(%),  (3.147a)
%]

& x° 0 (1-I)X—f- X 2 3
fs(xi,xz,xs)=§(l- I )7- X, 205(%) +e 0;(%) +95(%).  (3.147b)
7]

A (147) flggvények a (145a,b) egyenleteket kielégiti, hiszen ez alapjan hataroztuk meg
azt. Most tekintstk a (145c) egyenletet!

dee 2 0 a1y, 2 3 0
- ))(17- %D 0,06)T€ 2% Gy(%) + X G(%) 7=
g 2

, ) (3.148)
01 W1 2 s 0
(1- I) - % IG(%) te 6 (%) + 6(%) 3,
'”Xz & P P
amely hdrom egyenletre esik szét. Az elsd egyenlet,
&
ca- | )i- xz— a%gs(xs)——gl(xs) (3.149)
megoldasa, a valtozdk szétvalasztasdnak maddszerével, az, hogy
1 1
05(%;) =G/ %, (3.1502)
g.(x) =0. (3.150b)
A maésodik egyenlet
2 3 x
& B Gs06) e iy (3.151)

dx,

ami alapjan
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2
dx g;(%;)

2
9,(%) =~ dix,

A harmadik egyenlet

dx 0,(x) _ dg,(x) _ -0,
dx dx,

azaz
3 0
g5(%;) =CI %,

931(x3)=0-

Tehat felirhaté a megoldas (= « 0,1) esetre

2 6l
@-1)2x dx, F 0
f1 =-€ ? Xsd)is(XS) + Fs(xs)1
)7_ 2

f=Ixe F(x3)+l><10§(1 I) —/xs,

2}

- )— 0
f,=e —/x3+C/x3.

F (x3)+C§(l | )
2

Ellendrzés

Azintegréalhatosagi feltételekrol

(3.152)

(3.153)

(3.154a)

(3.154b)

(3.155a)

(3.155h)

(3.155¢)

Mivel fennall az f, = ex,f; 6sszefiiggés, ezért elegendd a (144) egyenletek teljesuilését

vizsgalni. Ezen belll az f3 /xs-as tagjat a (144b,c) egyenletekbe behelyettesiteni nem szik-

séges, mivel zérust adnak.

% ﬁ-x 2 .....
-(1-1)%§x1x3e‘1 U Re e cfi 0% x -
(%]
(144a) 2 ¢ (3.156a)
1 " R+ - % % E
= XS —_— - :
& g 2%
& ani-xo 1 (1|)X12 )| E( )C')
144 ey e 2 E )T e o MRl 3.156b
(144b) q 8)(3 3 (% £ ‘I]ng =, : ( )
18 o 1 <o T F() 2
(1-1)2-x, 2 (1 )22 - x, X3 %)+
144c¢ - (-1 )—G e 2 (xS) C’ 2 - 78 SV 3.156¢
(144c) ﬂxsgxlxs 3 . .”Xlg =, : ( )
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Az azonossag mindharom esetben fennall.
3.4.2. Egyedi eset: » =0

A megoldas:
X;Lz 60 0
R FZS(XS)+F3(X3)’ (3.157a)
f,=0, (3.157b)
X’ x, 60 60 30 2 o 0
f,=e? Fs(x3)+C§%- X, = %3 + CIX;. (3.157¢)
o}

Erdembeli véltozas nincs. Ellendrizni nem sziikséges.
Megjegyzés: ez megegyezik 3.3.3. pontban (nem) targyalt esettel.
3.4.3. Egyedi eset: » =1

A megoldast kétféleképen irhatjuk fel. Egyrészt formalisan (155) alapjan. Masrészt,
annak kovetkeztében, hogy f, = x;f3 (ez megegyezik a (19) 6sszeftiggéssel), mind a (2.7),
mind a (2.9) bal oldala zérussa valt, igy jobb oldala is azzal kell, hogy egyenld legyen (ez
megegyezik a (16) egyenletekkel, ezért, a megoldandd egyenlet a (20) egyenlet. Ennek
kovetkeztében a megoldas szor6l széra megegyezik a (30) alattival. Az 6sszefiiggések
ismételt kiirasatol eltekintiink, csak egy-egy betlvel jelezziik, hogy a méasodik megoldas is
ehhez az esethez tartozik. Tehat a megoldas:

61
R SN 1509
X3
2 61 61
f, =R+ X Fy(%) - Cx% /%, (3.158b)
f3:l:23+e‘X2 Igls(xs)- Eéxllx3 +%/x3. (3.158¢)

A formalisan nyert megoldéas tulajdonképpen a 2. megoldas partikularis esete

2 61
F,(x,) =- € vélasztassal. Tovabbd a C egylitthatdju tag szintén a 2. megoldas partikulé-

2 2
ris esete F,(x,) =X, s F,(x;) =1/x, valasztassal.

3.4.4. A nyert megoldasok tsszefoglalasa és vizsgalata
A kovetkez6 oldalakon tablazatos formaban kigyQjtottik a megoldéasokat.
A tablazatokban a kovetkez0 jelléseket alkalmazzuk:

1. i-edik valtozo szerinti parcialis derivalas
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F. az n-edik megoldas k-adik valtozatanak i-edik valtozotdl fliggd flggvénye

C;k az n-edik megoldas k-adik véltozatanak egydtthatdja

2

_ X
p = &L
! 2
2
_ X
p = &._
, %
2
_ X
p = 2.
3 3 %

2
R o=@ 1) %

A zérbjelben a megoldas sorszamat tuntettiik fol.

1. Tablazat
Flggetlen megoldas (0) Szétvalasztas (1)
0 0
f1= F F
0 0
fo = F/x, F/x,
0 1 1 0
fa= Cl x, C,P/x,+C,e"/x,+Cl x,
2. Téblazat
Egy fliggetlen valtozétol fliggetlen
1 1 1
T -0 1 =03 T -0
X, @ fx, ® X, @
_ 2 2 0 3 3 0 4
fi= F,T.(6 F)+F, F.06F)+F f, =F, (%, %)
_ 2 2 0 3 3 4 4
2= xT,(R)R+FR/x T(R)F, f, =1, R (% %) + %5, Fip (%, %,)
_ 2 2 0 0 4
fs= f,(F)FR+CIx C/ %, fy =1, R (%, %)
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2/A. Tablazat

Egy fuggetlen valtozotol fuggetlen, partikularis

T _o @4p)

%,

4 4 4 4 4
- C,P?/2- C,xP,+C,x - C,P- C,” +
f1= 40 41 42 43

+F+Fe°+e’ F+F X, - dzlxldx1+F

4 40
+C X, +C,+ 1, F+
f2= o 42 43 44
+(F )(1+1'[1F)ex2 +Xlel(F +ﬂ2 F )+ﬂ1F XZ +X1ﬂ2
4 4 4 4
C,P+C,x +C,+C.€"
fs= 2 43 44
+F e +e',F,+F+1,F,
2/B. Tablazat
Integréltranszforméciok
Egyedi A hérom f; fliggvényre
(0= O e+ (o codik = f(x) =€ (g(x)e"dx
dx ee’ - dx
f(x )_iodfﬁ de+§c‘,f(x)ede f= f(x)+df(x) = g(%)
el df(X) 1 df (x) N
d—dx—— A (X)e"dx fa= = e e‘d
¥ o Od—x X & of ¥ 3 ix =g(x) - e P(x)edx

3. Téblazat
Két és egy fliggvényre valo szétvalasztas
{f1.f2} és {f:} (3) {f2,f3} és {f1} (5 4P/x3) {f3,f2} és {f1} (60)
_ 3 3 0 0 p 60 0
fi= F 1.0 F) +F F; -e (6 F)+F
51 51 B 52 52
— 3.3 (F1x1+‘|]1Fl)eX2/x3+x1el(F2+‘ﬂz Fz)/X3+
f2 - ﬂl(Fl) F3 53 54 0 ﬁE6O

LR X I +F X I +F/X
51 52
Fe% /% +el, Fl %, +

0 60 60 0
f3= C/ x, o o . . o e”F,+CP/x, +C/x,
+F/x +F,/x,+C P/x,+C,e"/x, +CIx,
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4. Tablazat
Az f, = exyf; esete
e« 1,0(6°) =0 (60) «=1(2
_ R 6l 0 p 60 0 2 2 0
fi= -€ ﬂs(xs F3)+F3 -e ﬂs(xs F3)+F3 Fzﬂs(xs F3)+F3
6l 6l 2 2 0
= 1xe® R+IxCR /X g0 x 1, (F,) F+ R/ X,
6l 61 60 60 0 2 2 0
f3= e’ F,+CPR /x, e”F,+CP/x, +C/x, 1,(F,)F,+CI x,

3.5. Azf; fuggvények alapjan az sfliggvény eldallitasa
Az s flggvényt az fi (i = 1,2,3) fliggvényekbdl a (2.4-6) dsszefliggések alapjan hataroz-
zuk meg. Ezek alapjan az s fliggvényre hdrom kilonb6zd alakot kapunk, nevezetesen.

S = (X fo - XX Fa0x +5 (%, %), (3.159a)
s, = (% fadx, +5,(%, %), (3.159b)
s, = ¢ fdx +85(%,%,) - (3.159¢)

Az integralhatdsagi feltételek teljestilés miatt a hdrom integral azonos fuggvényeket ad,

S =S, =S5, bar eldfordulhat, hogy az egyes konkrét fliggvenyek esetén a harom integral
nem azonos, ekkor az §(X.ymeaa: X+2meas) fUGQGVENYek segitségével ,potoljuk” a hidnyzé

tago(ka)t.
Az elvet az 1. megoldas soran mutatjuk be, késdbb csak alkalmazzuk, de részleteiben
nem ismertetjik.

Az egyes megoldastipusokra az s fliggvény.
Az 1. megoldas: f; = 0.
Csak az egy nullatol kulonbdzd fuggvényt irjuk fel.

2

! a(l O 1 ﬁ‘ X2
f3(><1,xz,x3)=01§7- XX +Ce? " Ix. (3.14c)
a
Ebbdl a (159) alapjan (xs-mal egyszerdsitettlink):

1 &1 g 2 o 1 XL_XZC) 1t 2.5 1 Xy
%:'C‘%QQ?-&?CZGZ Td><1=-Clae(1 -Xl—xzi- C,e? , (3.160a)
1]
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2
2 2 1

1 1 2 0 1 ﬁ_xz 1 LA
S = 185%-&?0362 deQ%XZ-%g- .e? (3.160b)
%]

I--1-O

Q

s, =0. (3.160¢)

1 1 1
Mivel az 5 és s, csak x; €s X valtozotol fligg, ezért a s,-ban a szilkséges tagok

1 1
S,(x,%,) megfeleld megvalasztasaval ,,pétolhaték”. Analog médon az s -bdl (az s, -héz
1 1 1
viszonyitva) hianyz6 - C,x,°/2 tag §(x,,x,) alapjan, az s,-bdl (az s -hez viszonyitva)
1
hianyz6 C,x"/8 tag S,(x,, %) alapjan szintén ,,potolhatd”.

1
Tehat az s fliggvény altalanos alakja:

1 4 2 1 L_Xz 1 2 o 1o
S5=- CEBL Xl—x2+X2—: Ce? “=CE . x2/2-Ce? (3.161)
2 5 2 2
Ellendrzés
1
Mivel s fliggetlen xs-t6l, ezért f; = 0.
Mivel
4 2 4 2 2 A
ﬂi?% Xé“xég ﬂ—i?'xl?xﬁ%gz
X %) '
7 e (3.162a)
0
aeyé X%z +X1 _+X2
2 2
valamint
Tt g et oyt et 0, (3.162b)
Tx, T,
ezértf, =0.
Végul
& 1t 2 29 1 % 0
fsziig_ Clai__xz-}-i:_ CZeZ T=
g &8 2 2 g p
2 (3.163)
1 2 o 10X
:Claei-xzi/xS+C2e2 1%,
2 2

ami azonos a kiindulo fuggvennyel.

A 2. megoldas: az x;-t0l flggetlen, azaz az {f, fs} parosazf, = xf; feltétellel
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f,06,%) = F, (%) XSFXS(Xs) (3.302)
000 =6 2 R0 (3.300)
£, 06, %) =2 Zx(f) (%) (3.300)
Integralva (159)-et (30) alapjan, nyerjuk:
e
2 = A 2(X2) 2(X2) F d 0
5 c§><3x1 g 09" o (><3)ﬂ><1 (3.164a)
S, = O T (o), = F 00, () (3.1640)
= 0200 % M = FL00) 00 (3.1640)
Az é fuggvény:
= Fy06) (6%, (3.165)
Ellendrzés

Trividalis.
A 3. megoldas: az x,-tdl fliggetlen, azaz az {f,f,} paros fliggetlen az f;-tol

Csak a nullatol kilonbozd fliggvényeket irjuk fel.

£, %) = Fu () 25 FXS(Xs) (3.450)
_dR 00 3450
f, (%, %) ax F (%) (3.45b)
Ebbdl a (159) alapjan:
3= 0 T Rl = F00 A 000 (3.1662)
s, =0, (3.166h)
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3

s, = c‘ﬁ(xl)dXSdF—;s(XS)dxs = F (%) X, (%)%, (3.166¢)

3
Az s éltalanos alakja

U)W
-|-|w

=R(x )><F (%)% (3.167)
Ellendrzés

Trividalis.
A 4. megoldas: az x;-tdl fliggetlen altalanos megoldas

Az f; fliggvények

4
fi (%, %) = R, (%, %), (3.51q)
4 4
fz(Xsz): ﬂFlZé)):ll’XZ)+)(lﬂF121¥::l’X2) ’ (3.5lb)
2
4
502, %) = W (3.51¢)
2
Az g altalanos alakja
4 4
S=F, (X, %)X, (3.168)
Ellendrzés
Trivialis.

A 4P megoldas: az x;-tdl fliggetlen partikularis megoldas
Az f; fliggvények
tet %o %0 4 a0 3592
f1(><1,><2)=-01§?-7x2+7: C, % & . X3 +Cs><1 Cho- %z 2+
2 o o (3.122a)
« ’ X Sx, 43 . 44
+F(x1)+ F(xl)ez +e? F,(x,)- C ez "+ R ()% - (F:00)xdx +F, (%),

41 A
0

f2(>9,x2)=ézx2+04+ 1()(1)+(;F(><1)><1+ Fl(xl)ie“
dx, g dx, p
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42 - 43 44
R AL LACO LI L C NN LACO

+xe7 IRy (%,) + N (3.122b)
b, = dx 2 dx,
4 2 o ¢ 4 M )
fa(%, %) = Cla% - % I+tC,x +C,+ F(x)e” +
1]
2 L e m (3.122¢)
X R WV
+e? M_ C,e? +|:1(X1)+dF2(X2).
dx, dx,

4P
Az s fuggvény eldallitasanal szem el6tt kell tartani azt a tényt, hogy az fi = «f; — xifsdx
4P
fuggvény mar majdnem maga az s fuggvény, a kilonbség minddsszesen egy Xs Szorzo.

Ugyanakkor 455 fuggvény az f; fliggvény integralva xs szerint, de mivel f; nem fiigg xs-tol,
ezért az integralas megegyezik egy xs-mal vald szorzéssal, azaz egyuttal megkapjuk az 4sP -
t is. Tovabb4, igaz ugyan, hogy az 432 xsf3 alapjan all eld, de az éppen f1 x, szerinti parcialis
differencialhanyadosa, amit x, szerint Kkell integralni, azaz xsf; alapjan is ugyanahhoz az

4P
eredményhez jutunk. Kovetkezésképpen az s fuggvény

4p 4 4 2 20 2 o) 4 4 2 o) 40
s=-C1?é Ll X2+X2 2 szl%- X, 3% +C, %, - CE%- X, 3% + F,(X)% +
4] 4]

% g

- 43 43 44
+F (X)X +e2 F, (%)X - C e? % + F (%)%, - R (X)X dx X + F, (%) %.

(3.169)

Ellendrzés
Trividalis.
A 5. megoldas: az {f,,f3} paros szétvalasztasa az f; flggvénytdl

Csak a nullatol kulonbozd fuggvényeket irjuk fel. Az 1. megoldas fuggvenyét kis sem

irjuk.
& S8 R (x)2
fL06,%,%) = éF(xl)xl+ 1X(1X1) /x3+x12§F2<x2)+%i/xg+
ﬂ 2
(3.140b)
5()(1)@/&+F(x)x1/xs
X

f3(X: %, %) = IE%(&)GXZ/XS +62 Zizxz)/xs +F () /%, + 3 (%,)/%,.  (3.140c)
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Ebbdl a (159) alapjan (az xs-mal mar egyszer(sitettiink):

& R0, i AR, dR ) 2
5 = SR00% + 2 T = rxe’ R0 (sz A X, +F,00)% o, -
o o o (3.170a)
ai) 2
R0 vt TR0 B By =
g 5
. % 5
= F(xl)ez +te’ F (x2)+F (), - cF () dx,,
& dF,(x)
s = C§F<x1)eXz rer GR00) LB 4 () o =
o, p (3.170b)
%’ 5
=F(x)e +e? F00)+ R(x)% + dzz(xz)dxz1
é =0. (3.170c)
Ezutan felirhat6 az g fuggvény
5 51 %’ 5 (3 171)
s=F(x)e* +e? F (X2)+F(X1)X2 cF(Xl)xldXﬁcF (% )ax, . '
Ellendrzés
Trivialis
A 6. megoldas: az {f,,f3} parosazf, = exif;,  « 0,1 feltétellel
X;Lz 6l
foog e deR(6) (3.155a)
dx,
e x, 6l 6l oo 2 o)
£ o1k TR () 4 xlcg(l- | )"17- X, 3 %, (3.155h)
a
e x, 6l 6l g 2 o)
CE |:3(x3)+C§(l- A - x 3x,. (3.155h)
2 @
Integrélva (159)-et, ekdzben kihasznaljuk, hogy f, = exifs, valamint az xs/x; kifejezést
nem irjuk ki:

6l e (1_|)L12_ %, 6l 6l oo 2 09
s=-@-1 )chle ? F3(><3)><3+CX1§(1- l ))(17- X, Zx =
g
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IS “F (%)% - c§(1 |)2X1 X, - (L- |)X1 %2 (3.172a)
9

2
6l 1-1)%L_x, 6l 6l 2

o ) o) 0
SEG 1 ROeRe Ol 1) T =

: (3.172b)
(1- |) - 0
=-e F(xs)x3+c§<1 JLEE
(%]
2 6l 2
I )2y, )8y, 6l
s=p et By = M Rpg.
6l
Az s fuggveny:
SRR le X %0
s=-e F(xg)x3 Cé(l ) X - (1-1)=2 x2+ > I (3.173)
(%]
Ellendrzés
Trivialis.
Osszefoglal 6 tablazat
Osszedllitjuk az s fiiggvények tablazatat.
1 2 ('jz 1o
= Cl%- X% /2- C,e? (3.161)
%]
2 2 2
s= F (%) % (%)%, (3.165)
3 3 3
5= F (%) X 06) %, (3.167)
4 4
s= Fp, (X, %) X% (3.168)
S VI o W U M
- 1 o2 oy 4+ i S . + -
C1§8 5 % Z;XS 2X1§3 Xzéxs 3 %%,
4p 4 2 0 40 41 § x4 4
s = - 04%- X 2% + R (4% + R0 +e2 F (%)X, - (3.169)
%]
4 i—xz 43 \43 44
-Ge? gt R()XX - GR(a)xdxx; +F,06)%
5= B O)e + Xllsz2 +F F (%)% % + ¢F,(%,)d (3.171)
1(x)e” +e? F(%) +FR(x)x% - (RO)xdx + (R, (% )dx,
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(1_|)ﬁ_ Xy 6l 6l g 4 2 2 0
s, = ce 2 PR (%)% - Cg(l- | )Z%Xz - (- | )%xz +X27; (3.173)
a
Megjegyzések
4p 2 & 6l 2 ('jz
Az s-ben az elsd tag &% %/2, az s,-ben az utolsé tag a?l- I )i- X,* /2
TRk s el )%
a a

alakban is irhato.

4. EGYEDI MEGOLDASOK AZ f; FUGGVENYEKRE

4.1. Egyargumentumu fuggvényekbdl allé egyedi megoldas
Keressik a (2.7-9) parcidlis differencidlegyenlet-rendszer altalanos megoldasat egyargu-

mentumu flggvények dsszegeként, azaz legyen

f,=f,00) + £, (6) + f,,(x%) + ¢, (4.1a)
f, = 11 (%) + T, (%) + F5(6) + G, (4.1b)
fo = (0) + (%) + f55(%) +¢;. (4.1c)

A levezetések soran a fliggvények argumentumat nem irjuk ki, a fliggvények indexezése
egyértelmden megadija a fliggvény argumentumat.
ElGszor a (2.8) egyenletbe helyettesitiink be.

%(Xs far + % fa + % 35 +%,C5) :%(fn +tf,+f+0), (4.2)
ahonnét
dx, f df
fo t fp + );SX:S TG = d_)z - (4.3

Mivel az egyes fliggvények az argumentumok szerint szétvalnak, ezért a kilénb6zd
argumentumu fuggvényekre kilon-kilén egyenlet irhato fol.

Mivel a konstansokat kulon Kiirtuk, ezért az f; =congt, (i,j = 1,2,3) esetek a vizsgalat-

bdl kizérhatdk.
A (3) egyenletbdl azonnal felirhatd, hogy

f,(x)=0. (4.4)

Tovabbha, feltételezve, hogy X, f,, X,-ban, és f, X,-ben linearis, azaz
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1 0
fi(%) = Cygt Cyyf X, (4.53)
fl (%) = €%, , (4.5b)
kapjuk, hogy
1
CptC =0y (4.6)

Végll felirhatd az alabbi dsszefliggés is

df
2~ d_)z - 4.7
Ezeket figyelembe véve (1) az alabbi alakba irhato.
fi = 1,00) + F,00) +ap% + f5(%;) +¢, (4.82)
f = (%) + 5, 00) + f,,(%) +c, (4.8b)
df
fy = Z(XZ) +Cul/ X + Gy (4.8¢c)
Ezt behelyettesitjik (2.7)-be.
oy %+ 3 Ty ,C,) - —(xlxs 24X, ¥ XXiGy) =
L XZ (4.9
-1 (% dy + Cs +%C;,)
ﬂxl dXZ 3 2/
ahonnét
df22 dz f12 —_
- =0.
3 dx, XXy dXZZ (4.10)

A masodik tagban 1évd x, miatt a ket tagnak kulon-kulon zérussal kell egyenldnek len-

nie. Ez viszont csak akkor teljesil, ha
f2 (%) =0, (4.11)
és
f(%)=C,% +C,. (4.12)
A lineéris tagot (5b) alatt mar meghataroztuk, és, mint emlitettilk, a konstans tagok
figyelmen kivul hagyhatok. Ezen kivil a felsd indexek megkuldonboztetd szerepe meg-

szhnt, ezért elhagyjuk azokat.
Ezért (8) az alabbi alakba irhato.
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fi=1,00) % + fi3(6) + ¢, (4.13a)
f, = (%) + f5(%) +¢,, (4.13b)
fa=Cu/x tCp,. (4.13c)

Ezt behelyettesitjik (2.9)-be.
o, 4% F, 4+ %6) - (G, + XXCy) =, +C,%, + fy )
ﬂxg X Tp T %13 7 X6, ﬂxg %Gy T X %0, _ﬂxl 1 T Cu% 131G), (4-14)

ahonnét

dx, f,, df
+C,- X =1L,
x, 2~ CpX dx, (4.15)

fo t

Tovabba, feltételezve, hogy x,f,; X,-ban, és f, X -ben linearis, azaz

1 0
f25(Xs) = Cp+ Cpol X5, (4.16a)
1
f (%) =c, X, (4.16b)
kapjuk, hogy
c;+ c,= cL . (4.17)

Végil (15)-ben az x, argumentuma fliggvényekre nézve fennall az

df

fr = d_)z 0% (4.18)

egyenlet.

A keresett harom fliggvény (a szerep nélkil maradt felsd indexeket ismételten elhagyva)

f,=1,00) +o % +¢,% + f,(%) +¢, (4.19a)
df
f, = 101'(x1) FCuX +Cp 1% + Gy, (4.19b)
X

Ellenodrzés

A bal oldalon megadjuk a vizsgalt egyenlet sorszamat.
7)) 00T 4 xGx Gy X6 - I (KC +X6Gs) T (G + XG) s (4.20)
Tx, =~ dx, Tx, X,

ami azonosan teljesil, mivel minden tag zérus.
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(2.8) %(Czs +X,Cpp) = %(fn +CyX +CX t T +4), (4.21)

ami azonosan teljesul, mivel mindkét oldalon a c;, egyutthatd kivételével minden tag zérus.

of
%(&d—; +X,Cp% + Cpg + X,Gy) - %(X&S +%X%,Cp,) =
(2.9) (4.22)

)l
=—(f, + + +f,+0C),
ﬂxl 11 Cllxl ClZXZ 13 Cl
ami azonosan teljesul, mivel mindkét oldalon csak az f,; X szerinti parcialis differencialja
és a ¢y; egyltthat6 kiilonbozik zérustdl.
Megjegyzes
Az f, =1,(x) ésaz f,=c,/Xx megegyezik a (2.13) alatti felirt integralasi szabad

fuggvénnyel.

4.2. Egyargumentumu fluggvényekbdl allé egyedi megoldas

figyelembe véve, hogy az f, és az f3 x3-mal van szorozva

Ebben az esetben a (2.7-9) parcidlis differencialegyenlet-rendszer &ltalanos megoldasat
az alabbi alakban keressuk:

f1 = f11(X1) + f12 (Xz) + flS(XS) +C, (4.23a)
f, = () 1%+ F,(0) 1%+ F(X) 1% + &, 1%, (4.23b)
f, = F (01 % + Fi 06) 1% + i (%) 1% + &/ % (4.23c)

A" jelzi, hogy xs-mal osztunk.
Elsdnek a (2.8) egyenletbe helyettesitlink be.

%(ﬂﬁ f, + f}3+63)=%(fu+ f, + fiy+G), (4.24)
ahonnét
%ﬁj - ‘;L;j | (4.25)

Az argumentumok szétvalasa kovetkeztében azt kell feltenni, hogy a (25)-ben szerepld

két fuggveny argumentumainak lineéris fliggvénye, azaz

fio (%) =C,%, (4.26a)

-60 -



dr.Lamer Géza Azintegralhat6sagi feltételekrdl

fia (%) = CiyX; . (4.26b)
Megjegyezziik, hogy a konstans tag, illetve konstans-per-x; mar szerepel a (23) megol-
dasban, ezért (26a) és (26b) megoldasban azokat ismételten felvenni nem sziikséges. Tehat
(25)-bal
s =Gy (4.27)
Ezutén (23)-at, figyelembe véve (26-27)-et, behelyettesitjik (2.7)-be.

%(fﬂ + fZZ + fZS +62) - ﬂi(xlf;l + le32 + )(1633)(3 + )(163) =
(4.28)

ﬂl(f31+ fy, +CoX +Cy),

ahonnét

df,, . df, _dfy,
dx, X dx, dx

(4.29)

Mivel az argumentumok szeparalodnak, igy megoldast csak ugy nyerhetlnk, ha a (29)-
ben szerepld fliggvények argumentumainak lineéris fliggvényei; a (26) megoldasok felirasa
utan a konstansokra tett megjegyzés itt is fennall. Az egyes megoldasok.

Ha

f(%,) =0, (4.30a)
£ (%) = €%, (4.30b)
f (%) = &%, (4.300)

akkor
Cp =Gy (4.31)

Ha
f, =0, (4.322)
f (%) = - €%, (4.32b)

akkor
%ﬁj =CyX, (4.33)

ahonnét
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2
fs =Cy Xl? - (4.34)

Megjegyezzik, hogy ha fsl =0, akkor fzz és fsz IS.
Ekkor (23) az alabbi forméba irhato.

fy = f (%) +CyX, + f5(%) + ¢, (4.35a)
f, = ()% + 6%, /% + T3 (%) 1% +6, /%, (4.35b)
fy = G /X +CopX 125 - Cp%, /% + 8% 1% + 8,/ ;. (4.35¢)

Vegul a (2.9) egyenletbe helyettesitiink be.

%(fﬂ +Cy X, + fAzs +C))- %(lef +C32X13/2' CiXy X, +CyX X, +CoX) =

L ) (4.36)
—ﬂ(fn +CaX, + i3 +0),
ahonnét
zf—;j- CiX, :%Z. (4.37)
Feltételezve, hogy fZS X;-ban, és f,, x -ben linearis, azaz
(%) = G5 (4.38a)
fa () =cux, (4.38b)
és feltéve tovabba, hogy
€, =0, (4.38c)
kapjuk, hogy
€ =Cy. (4.39)
Masrészt feltéve, hogy
f,i(%) =0, (4.40)
(a konstans esetet fentebb mar megvizsgaltuk), és integralva a
LTI (4.41)
dx,

egyenletet, nyerjik
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f,o=- €712, (4.42)

Igy az (35) osszefiiggések a kovetkezd alakot 6ltik (ahol az xa/xs ,,fliggvényt” mar nem

irtuk ki).

fi == Eux" 12+ Cux + 83X, + fi5(X) +C, (4.43a)
f2 = fZl(Xl)/XS + 631X2 /X3 + 623 +62 /XS’ (443b)
fy = CuX /% +EuX 12X - CypX /%, + Gy + E/ ;. (4.43c)

Ellenodrzés

l(fﬂ +C; X, +C3% +G,) - %(631)(12 +632X13/2 - CpXX +CpX X +EX) =

@n (4.44)

= %(631)(1 '*'632)(12 /12 - észxz + é33)(3 +63)1
ahonnét

Gy + % =G +CX,, (4.45)
azaz (2.7) teljesal.

(2.8) %(631)(1 ‘*'632)(12 12- CyX, +CyX, +C,) :%(' 633)(12 12- CyX +CypX, + f13(%) +¢), (4.46)
ami teljestl, mert mindkét oldalon csak a ¢,, tag marad meg.

T 6% + % +8) - %(sz + 6% 12 B %, +EaXX +E%) =

(2.9) s (4.47)

= %(' é33)(12 12+ Cpax + X, + f15(%) + ),

ahonnét
Cos = CoaX == CooX + G, (4.48)
azaz (2.9) szintén teljesul.
Megjegyzések
Az f=1,(x), f,= fAﬂ(xl)/x3 és f, =C,/x, megegyezik a (2.13) alatti integrélési

szabad fuggvényekkel.
Az f; és f; fliggvényeknek az xs fliggetlen valtozoval torténd osztasa helyett, vagy azzal

egyidejlleg az f; flggvényt lehetne szorozni xs-mal (vagy tetszdleges g(xs) fliggvénnyel).
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Megmutathatd, hogy ez az itt targyalt esetektdl eltérd fuggvényegyenletekre vezet. (Lasd a
4.3., 4.4. pontokat, és az 5. fejezetet.)

4.3. Kétargumentumu flggvényekbdl all6 egyedi megoldas
Ebben az esetben a (2.7-9) parciélis differencialegyenlet-rendszer &ltalanos megoldasat
az alabbi alakban keressuk:

fi = 1,06, %) + f, (%, %) + f,(%, %), (4.49a)
fo = 06 %) + T, (%, %) + F5(%, %) , (4.49Db)
fy = 3,06, %) + T3, (%3, %) + f55(%, %) - (4.49¢)

Elsdnek a (2.8) egyenletbe helyettesitlink be.

6 fa 00 %) | T (%6,%) | ¢ T 000 %) |, s (X, %)

1 %) = 4.
™ ™ 1(X: %) ™ ™ (4.50)
Az argumentumok szétvalasztasaval az alabbi egyenleteket nyerjuk.
T Fay (%5, %) _ 1y (%5, %)
- ' 451
(X2,%3) ™ ™ (4.51)
f )
(X1,%2) f33(X1, Xz) = M ' (4.52)
%,
1‘[ f )
(x1.%) % =0, (453)
az utolsot integralva
foo (%, %) = Fyp (X)) /%5 (4.54)
Ezek figyelembe vételével
f )
f, = £06,%) + P () 3, + 1208 %). (4.55)

Tx,

A (50) egyenletnek a kétargumentumu fliggvényeken kivil lehetnek egyargumentumd
megoldasai is. Ezek az alabbi szerkezet(ek lehetnek.

A (50) egyenletben szerepld fliggvények csak az egy x; argumentumtol fliggenek. En-
nek feltétele, hogy az

o (%:%) = f (%), (4.562)

(%0 %) = f (%), (4.56b)
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(%0 %) = fis(%)%,. (4.56¢)

valasztéssal éljunk, illetve a két tovabbi fliggvény legyen zérussal egyenld. Ekkor fennall
az alabbi 6sszefliggés:

£,(0) + T (%) = £504) = fus(%). (4.57)

1
ahol bevezettuk az f,(x) flggvenyt.

A (50) egyenletben szerepld fliggvények csak az egy x, argumentumtol fliggenek. En-

nek feltétele, hogy az

£ 0,%) = £,0), (4.582)
f006,%) = (%), (4.58b)
fu (%) = T, %), (4.580)
f (%) = f1 (%) (4.580)

valasztéassal éljunk, valamint a tovabbi egy fuggvény legyen zérussal egyenld. Ekkor fenn-

all az alébbi 0sszefliggés:

£10%) + f5(%,) =&§1(x2) - fl(xz)g. (4.59)

Léathatd, hogy az altalanossadg megsertése nélkul bevezethetd két uj fuggveny, agymint

2 2
f,(x,), és f,(x,), amelyekre teljesul az

2

i (x) =300 g)ixz) (4.60)

osszefuigges.

A (50) egyenletben szerepld flggvények csak az egy xs argumentumtol fliggenek. En-
nek feltétele, hogy

(%0 %) = £ (%) (4.612)
o (%:%) = (%) (4.61b)
(5. %) = f,(6)% (4.61c)

— 65—



dr.Lamer Géza Azintegralhat6sagi feltételekrdl

valasztéssal éljunk, illetve a két tovabbi flggvény legyen zérussal egyenld. Ekkor fennéll
az alabbi 6sszefliggés.

3 3 3
dx, ;;13()(3) L 0% ;Z (%) _ dx ;)3(3(&) = £.(x), (4.62)
ahol bevezettik az f33(x3) fuggvényt.

Az egyargumentumosra vezetd egyedi megoldasokat (is) figyelembe véve felirjuk a
(49) osszefliggéseket.

3
1 2 d f
fy = Fa06,26) + T, (6,0) + fi30%, ) + (%)%, + f1<x2)+%(xs)xz, (4.632)

f, = £,,06, %) + T, (%, %) + f5 (%, %), (4.63b)

1(X2)

+f(x). (4630)

(%) +——-2~

£, = 1,06, %) + Fiy(%)/ % + 13(2 %) 4,

Tekintslik a (2.7) egyenletet.

s £ 00, %) | T Fo (6, %) | X Fy (3%, %5) %% fls(xl X)

T, Tx, Tx, ™’

> 2 ) (4.64)
- AR08 AR 09) | T fi(x,%6) | d (%)

ox,” dx, 11X, dx,

Ezt, az argumentumokat szétvalasztva, az alabbi egyenletekre bonthatjuk. (Az els6ben
Xs-mal mar egyszerdsitettlink)

Xa-(X0,%) s (%) ‘I]lefls(;(l,xz) ] dez i (sz) (%, %) (465)
Tx, T, dx, X 9%,
T (X %) X (%, %) 1°%% fls(xl X)
%, 1%, Ix,”
(X1, %2,%3) , , (4.66)
) xlxsd fl(xz) _ % fia (%, %)
dx,” ™M
f
(X21X3) %X?XS) 0, (467)
dR,(x) _
(x2) i =0, (4.68)
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X3+ (X1) xs%xfxl) =0. (4.69)

A (65) egyenlet x, szerint integralhat6. Ekkor az alabbi dsszefuiggést nyerjik.

foa (X, %) =

T (%0 %) |, i (%0 %) X + d f (%)
X

f 4.70
= X, X + zs(xl) (4.70)

Megjegyzés: amennyiben a (70) egyenletet megoldjuk az f;3 fliggvényre, akkor jutunk a

3. fejezetben levezetett 4. megoldas partikularis, illetve annak integrélalakos megoldasa-
hoz.

A (66) Osszefliggésben xs-mal egyszerdsitiink.

2
Mo (%) - Mo (0,%) - % 000,%) - d*F,06)  _ T (X0 %)

> > (4.71)
Tix, Tx, Tx, dx, TxfIx,

Osszevetve (65)-tel az alabbi 6sszefiiggés marad

LAETC IS fs;]i’f %) _o, (4.72)
amelyet integréalunk,

far (%, %) = F3 (%) - (4.73)

Az utols6 harom, (67-69), egyenlet integralhato.
(X%, %) = F, (X3), (4.74)
Fi (%) =Cy, (4.75)
f(6) =G (4.76)

A tovabbiakban tekintslk a csokkentett argumentumd megoldasokat. Az alatt azt értjik,
hogy a differencialas miatt, ha a fliggvény az adott argumentumban lineéris, a (64) egyen-
letben szerepld egyik, vagy masik kifejezésben csokkenhet az argumentumok szama. Ezzel
analég maddon, a flggvény el6tti argumentumszorzo is csokkentheti eggyel a kifejezés
argumentumainak szamat, ha az 0Osszefliggés reciprok, illetve akkor, amikor valamely
argumentum nem is szerepel a fliggvényben. Végul tekinthetjiuk azt az esetet is, amikor az

XiXs” Kifejezéssel szorzott fliggvények csak x,-t61 fiiggenek. Ezeket a fliggvényeket *-gal

2
jeloltuk. (Az (58d) esetén bevezetett f,, mar szerepel a (64) egyenletben.) Részletezve.
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Fa06,%) = () + 0605 + £ 06)/ %, @.17)
Fa(%,%) = (X% + 0%, (4.78)

F06,5) = T 06) + T ()% + T 06) /%, - Gy % /%, (4.79)
Fa04,%) = fu ()2 12+ T,00) 1%, (4.803)

F00) =672 (4.81)

Fa(%) =Gy %, (4.82)

Fa(%05) = fu (0% * T 00)% + fy(6) X712+ Cyx,,  (4.800)
) =%, (4:83)

Mivel az f,, fuggvénynek ket kulonbozd differenciélkifejezése szerepel a (64) egyen-

letben, ezért két dsszefuiggeést kapunk, ezek a (80a) és a (80b). Mivel a cél az argumentu-
mok szamanak csokkentése, és nem egy-egy partikularis megoldés eldallitasa, ezért a két-
fele felbontésbol csak azokat tartjuk meg, amelyek mindkét kifejezésben csokkentik az

argumentumok szamat. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy az egyik kifejezésben csokkenti
az argumentumok szdmat, a masikban pedig nem szerepel. Ezt figyelembe véve a f~13

fuggvényt az alabbi kifejezéssel adjuk meg:

- 4 3
fa (%, %) = fis ()% +C3 XX, . (4.84)

Végll tekintetbe kell venni, hogy a (2.8) egyenlet integrélasakor, lasd az (50) 0sszeflig-

gést, az f, és az f, flggvényekre mar bevezettink néhany csokkentett argumentumu

fuggvenyt, ezeket az (56¢), illetve az (58a) Osszefliggések tartalmazzak. Kdvetkezeskeép-
pen, ezeket a tagokat itt ismételten megjeleniteni nem sziikséges, azokat toriljik a (80),
illetve a (79) kifejezésekbdl. Tovabba a (63a,c) kifejezésbdl lathatd, hogy az x, szerinti
szorzas, illetve derivalas miatt (84) utolso kifejezése megegyezik a (83) alatt felvett fuigg-
vennyel. Ezért az eldbbi elhagyhat6. Kovetkezésképpen

fa(%,%,) =0, (4.85)

~ 6 7 1
fa (3, %) = £ (%)% + f5,(6) /% - Gy %, /X, . (4.86)

Ezen kivil figyelembe kell venni, hogy az f, ésaz f, fuggvényekre ugyanazon x,
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argumentumtol fliggd flggvényt vezettik, be, az egyikben elhagyhatd, a masikban médo-
sitjuk a jel6lését. Tehat

~ 5 6 7

fr (3, %) = £,06) + £,,(6)% + £,,(6)/ %, (4.87)

£y (%0 %) = (%)% (4.88)

A fenti fliggvények bevezetésével az f; fliggvények (63) alatti alakja a kdvetkezd:

3
1 2 d f
= 00600+ fa00) k) a0+ )+ F
2 2
+Cy X% +C %2,
f, = 1,06, %) + T (%, %) + T,5(%, %) +
5 6 7 4 (4.89Db)
+,06) + f,,06)% + () /% + f,5(%)%,,
_ d f (%)
f.=f 1 +F /X, + 13(X1X2)+f 4+ = \"2) +f +
3 = T3 (%, %) + Fp (%) /% =, 13(%) xz 3(%) (4.890)

6 7
+ 15 (6)% + f5,06) /% - cglx2/><3+clxz+q3x1+cglelxs-

A fenti fliggvények bevezetésével a (2.7) egyenlet (64) alatti alakja a kdvetkezd:

5
T fr (%5, %5) | d (%)
Tix, dx,

+ T (X %,)
Tx,

;
o+ 9 1a(%)

+x, f + 2 +
X+ % T (%) ax,

4
+ X f23(X1) -

X (6, %) o f 31(x2) 490
% %% Ty (%) - ax, x1+631x1 (4.90)

2 f 1 2
I fa(X, %) X1X3 1(><2) L exx, =

T, dx,”

_ AR, (%), T (%, %) , d 13(><1)
dx, % 1%, dx

A (90) egyenletbdl a (65-69) feltétektol eltérd feltételek a kovetkezdk.

X3+C13X3+Csz'

X1:(X2) T

-69 —



dr.Lamer Géza Azintegralhat6sagi feltételekrdl

(x1,%3) X, f;(xl) X X f31(x3) cl X X3 = X d fljéxl) : (4.92)
(X2,Xs) %9 ':;)szz) =0, (4.93)
1 d
(x1) Cy X% = % : (4.94)
(x2) dfu(%) 0, (4.95)
dx,
(x3) % (%) = Gy X, (4.96)
) c, =0. (4.97)

A (91-97) egyenletek alapvetden fuggetlenek a korabban levezetett (65-69) 0sszefliggé-
sektdl. A (93) dsszefliggés Xs-(x2) szerkezete mutatja, hogy (67)-t6l fuggetlen, hiszen X3
kiemelése utan az argumentumok szerkezete kilonb6z6. (Az is meg kell jegyezni, hogy
(93) (67) szarmazéka.) Megemlitjuk, hogy néhany tovabbi argumentum-csokkentéssel,
mint pl. (91)-ben, vagy (69)-ben Gjabb feltételi egyenletek nyerhetdk, az elsé példaban
(68)-hoz, a méasodikban (96)-hoz lehet csatolni az emlitett kifejezéseket, de az egyargu-
mentumu esetet korabban megvizsgaltuk, ezért ezeket itt mar részleteiben nem vizsgaljuk.

Atalakitjuk, illetve integraljuk a (91-96) alatti egyenleteket.

f731(Xz) = C; - (4.98)

A (92) egyenletben az x; kiemelése utan lathato, hogy az argumentumokban a szétva-
lasztas csak ugy tehetd meg, ha

f631(X3) = CZl ’ (4.99)

ekkor a két ismeretlen fliggvénybdl az egyik kifejezhetd a mésikkal, azaz pl.

fa() = % (Gt G)% (4.100)

Tovébba
fsz(xz) = 052 , (4.101)
Fa(x) =G X /2, (4.102)
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7 7
f, (%) =¢y (4.103)

6 2
fr (%) =0y (4.104)
Mielbtt az (2.7) integralasaval nyert 6sszefliggések segitségével felirndk a (63) alatti
fuggvényeket, ré kell arra mutatni, hogy a (73) értelmében az (51) feltételi egyenletet ismé-
telten meg kell vizsgalni:

Py (%) _ T (6, %)
dx, %

(4.105)

ezért az 14 figgvény

£ (%, %) = F, (%) + fil(xs)xz (4.106)

szerkezet( kell, hogy legyen. Itt a mér a (61c) alatt bevezetett fliggvényt is feltlintettlk.

Megjegyezziik tovabba, hogy a (72) integralasaval kapott F3; fliggvény megegyezik a
(61a,b) alatt bevezetett fuggvénnyel. Ez utébbit tartjuk meg, az elsét, mint ismétlést nem
vesszik figyelembe, formalisan

Fau(x) =0. (4.107)

A (89) alatti flggvények, figyelembe véve (70-76) megoldasokat, a (77-83) alatt beve-
zetett csokkentett argumentumu fliggvényekre kapott (97-104) dsszefliggéseket, valamint
(105-107)-¢et, az alabbi alakba irhatok.

3
1 2 d f
L= F00* o)+ G Ll + L0+ P
2 2 1
XX +C X 1240y,
2
f , f , df
o= R+ faul )+ i) Tl o € L)
(4.108b)
13()(1) 6 2 2 7 5
+ () + 81808 i +(Cy+ C)XX, +Cy X +Cy/ X + Gy,
= a0 %) | fls(xm J(Xz) i () +
T %2 (4.108¢)

2

2 6 2 & o) 7 1
+C13X1+(C31+C1)X2+C31§7' XZE/X3+C31/X3+C32/X3+C13-
(%)

A tovéabbiakban a (2.9) egyenletet vizsgaljuk meg.
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P 06) |, et 06,4) | 06 %6) | Mis(96) | 0y
olx, T, T, T, “
2 1
df df & 2 % 5 L (%,
X C;)EZXZ)+ éi(le) X2+(031+C1)X1X2+C13X2+C2' X 13:1))((12 XZ)'
) 2 (4.109)
1 d f d f 2 6 2
- X fls(x1)' X (;)EZXZ) "X Xsd)is(xg) - G X12 - (C31+C1)X1X2 -
1
oy =T 06x) | T 00,%) L df(x) L 2
Cis % ™ ™ o X G %
Az argumentumok szétvalasztasaval az alabbi 0sszefuggéseket nyerjuk.
3
(X0, %) Txs 50 (3, %) X dx, £506) - T, 06, %) (4.110)
Tix, dx, X
: 1 S x2-C,x = 4.111
(Xl) f23(X1)- X1f13(x1)' Cs X - 013X1_01 ( ’ )
X Py (%) _
—————==0, 4.112
(%) . (4112)
© ¢ =0. (4.113)

Elsdnek a (110) 6sszefliggést vizsgaljuk. A kétargumentumos fiiggvenyek szerkezetére

az alabbi feltevéseket téve,

2
f0 (% %) = f (X)X, (4.114q)
2

3
(%, %) = flz(xs)xl? (4.114b)
nyerjuk

2 3
dx; f5p (%) A% F5 (%)
dx, dx,

= (%) (4.115)

3
Ezt a megoldast ugy tekinthetjuk, hogy a (110) egyenletbdl a f,(x,) figgvényt ,kiku-

szoboltuk”. Kovetkezésképpen ezen kiviil az alabbi egyenletet kell megoldani:

s o (%, %) _ fIf, 06, %)
J° X

(4.116)

Ez megegyezik a (3.34c) egyenlettel, amelynek a megoldéasat a (3.45a,b) tartalmazza. Ez
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0sszeg- és szorzatalakot is magaba foglal.

Tekintslik az 6sszegalaki megoldashoz vélasztandd egyargumentumos fuggvényeket,
amelyek, értelemszerden, x; és xs valtozoktol figgnek. Mivel a (109) egyenletben vannak,
illetve lehetnek ilyen tipusu, mas ,,szarmazék” tagok, ezért ezeket nem lehet csak a (116)
vizsgalatdval meghatérozni. A teljes vizsgalatot késdbbre halasztjuk.

A (116), azaz (3.34c) egyenlet szorzatalaki megoldéasa — (3.45a,b) alapjan — a kovet-

kez0:
3
Ak F 0
f (%, %) = Fl(xl)%()%) +F (%), (4.117a)
3
dE(x) 2 0
L (06,%) = inxl) F, (%) + F. () / %, (4.117b)

A kovetkez0 kettd egyenletbdl a (111) atrendezhetd, a (112) integralhatd. Kapjuk.

: 1 S xZ4c 4.118
fra(X) = T ()% + Gy X+ X, (4.118)
For(%) =Cp /X (4.119)
A tovéabbiakban a csokkentett argumentum( megoldéasokat hatarozzuk meg.

Elsdnek az x;-t tartalmaz6 megoldasokat vizsgaljuk.
A kovetkezd harom feltevessel élhetlink:

£, (%, %) = F(X), (4.1202)
fss(xs) :(:33 , (4.120b)
(% %) = (%), (4.120c)

Mivel f,,(x,x,)-nek a csak x;-et tartalmazé szarmazek fliggvényet mar felvettik
1
f,;(X) alakban, ezért (120a) alatti fuggvény ezzel megegyezik. A tovabbiakban a kettd

1
helyett egyet, a f,(x) jeldlésben, alkalmazzuk. A jel6lés egysége végett a (120c) Ossze-

fuggesben az egyargumentumu fliggvény ,,12” alsé indexét ,,1”-re cseréljik.
Ekkor (109)-bdl, figyelembe véve (120)-at, (111) helyett kapjuk.

1
1 1 2 3 1 d f
fz(x1) - f13 (X1)X1 - G X12 "G X-CX = J)El)(l) . (4-121)

Osszevetve (118)-cal lathatd, hogy az (121) a teljesebb, ezért az alabbi osszefiiggést
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alkalmazzuk a tovabbiakban.

1(x1) L f

dx 13(x1)x1+c13x1 +c x1+c13x1 (4.122)

flz(xl)

Mésodiknak az xs-t tartalmazé megoldasokat vizsgaljuk. (Megjegyezzik csak x,-0t tar-
talmazd megoldas nem létezik.)
Itt két feltevést tehetlink (bar valdjaban harom kell).

£y (% %) = Fop(X,). (4.1232)
(% %) = oy (%)X, (4.123b)
f,(x,)=0. (4.123¢)

A feltételi egyenlet (109)-bol, figyelembe véve (123)-at, igy (112) helyett kapjuk:

Py (%) | A% (%)
f 4.124
ax, ax, 12(%) (4.124)
4
Mivel az F, (x,)és az f,,(x,) fuggvények ugyanazon f, fuggvényhez tartoznak, ezért a

kettdbdl az egyik felesleges. Mi az ut6bbit tartjuk meg.
Figyelembe véve a (109) egyenlet integraldsaval nyert megoldasokat, a (108) az alabbi

3
alakot 6lti. (A 3. megoldast csak a F, (i = 1,2) alakban adjuk meg.)

d
f= Py () + 2 d22<x3) LR (%,%)+ fa (%)%, +
X, 2
3 4

! : dx, f,06) 8 0 dx f, (%) (4.125a)
+ f + f - 3 - X, T+ +

1(X1) 1(X2) dXS §7 X2B dXs X

2

2 2 X, 3 1
+C13 X X, +C17+(C3+C13)X21

fo= M%) | (X, %,)
2
Tx, Tx,

1 2
¥ ¥ L . (4.125)
- JQX% J(XZ)&+F2+f22(X3)X1+f22(X3)+

2 6 2 3 1 1 7
+Cy (X %) +(Cy+ C)XX +(Cy+ Gy )X +(Cyy + € ) /X, +Cyy X,

%+ T ()% + ;:Xl)
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f
= Talios) o g ) 1X(2X2) #1,06) + 6, + (€, 6), +
, ) (4.125¢)
3 1 7 1 (0]
+(cs+q3)+csllx3+cszlxs+cm%- X, = %
a
Ellendrzés

T %), L TH(x.%) d fls(xl) * 1,(x) VN

X X3 2 XX + dxl dxz X% C13 X3

6 2 2f
T dXz
_Th(ex), ,d fls(xl)
+ + +
%1X1 eI, X+ o X3 ClSXS %1X1
Az egyenlet azonosan teljesul.
f df, dx, f, Lo
)l 13:1))((12 %) + f13( )+ d)EZXZ) XSdXS(XS) +tC3 X +(C31+C1)X2 gé'*'cls E:
(2.8) (4.127)

f d f d f .

_ 0t (% ><2)+f13(xl)+ (Xz) X (><3)+C1 X1+C1X2+g +C 9

ﬂ 2 2 X3 ﬂ

6
Ez az egyenlet nem teljestl azonosan: a bal oldalon a c,, x, kifejezés marad. Formalisan

¢, % =0 (4.128)

egyenletként kell értelmezni. Megjegyezzilk, hogy az f; fliggvényben bevezethetnénk a él
egyltthatd helyett a c;+ él -t, ekkor a (127) egyenlet teljesiine, tovabba a (126)-ban f; nem
szerepel, a (129)-ben viszont a f; x; szerinti derivaltja szerepel, tehat a c; x,” /2 tag ezen
egyenletekben nem jatszik szerepet. Ekkor a ciﬁé1 egyUtthatdt 6ssze lehet vonni, célsze-

2
rlen c -vé. A (128) figyelembe vételével a (127) egyenlet azonosan teljesl.

1 2
o 06 2) |, T (%) | 4 &y 2 G Fs08) L, O% F()
% ™ X+ fi (%)% o % o, X
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1 2
Ldfi(x) d fl(xz) L 9% fzz(xs)
dx, dx, dx,

+q3(>9 +%,) +

ﬂfls(xl,xz) 1(><2)

6 2 3 1
+(Cy €)X X, +(C+C3) % - x fls(xl)xl
(2.9) (4.129)

3
d f 2 6 2 3 1
- %le G X - (Cu+C)X - (C+Cy)X, =

2
_dx fzz(xs) LT 00%) , d fls(xl)
dx, T, dx,

1 3
LA fi(x) dx fs(xs) L 9% fzz(xs)
dx, dx, dx,

+C13

Ez az egyenlet szintén azonosan teljesul.
Megjegyzések

A tovéabbiakban a (128) egyenletet figyelembe vesszik.

Az f =F,(x), f, :c;/x3 +C, /X, és az f, :c;/xs +C,, [ X, megegyezik a (2.13)
alatti felirt integralasi szabad fliggvénnyel.

A tovabbiakban az, altalanossag megsértése nélkiil, a c; ‘tésa c; -t nullanak valaszt-
juk.

4.4. Kétargumentumu flggvényekbdl allé egyedi megoldas

figyelembe véve, hogy az f, és az f3 x3-mal van szorozva
Ebben az esetben a (2.7-9) parcidlis differencialegyenlet-rendszer &ltalanos megoldasat

az alabbi alakban keressuk

£ = 0%, %) + T,06, %) + f5(%, %), (4.130a)
£, = 0 (. X)X + 5 (% %) 1% + T (%, %)/ X, (4.130D)
f = Fa (%, %) 1% + Ty 0%, %) 1% + Fog(%, %)/ %, (4.130¢)

Elsdnek a (2.8) egyenletbe helyettesitlink be.

s (%) |, I (06, %) _ Ty 06 %) , T (%) (4.131)
% % X, Tix,

Az argumentumok szétvalasztasaval az alabbi egyenleteket nyerjuk.
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T 06, %) _ T 06.%)
Xo, = ) 4,132
(X2,X3) x, x (4.132)
f )

(X1,X2) %))ZXZ) =0, (4.133)
(%4,%) —ﬂfﬂ&’ %) _. (4.134)

Az utolso kett6t integralva
fa (X, %) = Fs(%), (4.135)
1?32()(31 x) = 'fsz (%) (4.136)

Ezek figyelembe vételével
fi = T (%, %) + 1, (%, %) + Fs(X), (4.137a)
fy = F06, %)% + Py ()1 % + T5(%,%,) 1%, (4.137c)

A (131) egyenletnek a kétargumentumu fliggvényeken kivil lehetnek egyargumentumd
megoldasai is. Ezek az aldbbi szerkezetlek lehetnek.

A (131) egyenletben szerepld fuggvények csak az egy x; argumentumtol fliggenek. En-
nek feltétele, hogy az

(%0 %) = fis(%)%,. (4.1382)

1
fa (%55 %) = T2 (%)% (4.138b)

valasztassal éljunk, illetve két tovabbi fliggvény legyen zérussal egyenld, ekkor fennall az
alabbi 6sszefliggés:

) = fa0). (4.139)

A (131) egyenletben szerepld fliggvények csak az egy x, argumentumtol fliggenek. En-
nek feltétele, hogy az

fu (%, %) = él(xz)xs, (4.140a)
(6, %) = f(%), (4.140b)
(% %) = F(%) (4.140c)

valasztéssal éljink, valamint a tovabbi egy fliggvény legyen zérussal egyenld, ekkor fenn-
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all az alébbi 0sszefliggés.

£ df (%) , dfls(xz)_df(xz)
{ " (4.141)

2
ahol, az altalanossag megsértése nélkul, bevezettik az f,(x,) flggvenyt.

A (131) egyenletben szerepld fliggvények csak az egy xs argumentumtél fuggenek. En-
nek feltétele, hogy az

fA31(X21X3) = él(xs) , (4.1422)
fAsz (%, %) = éz (%), (4.142b)
(%) = T 00)%, (4.1420)

valasztéassal éljunk, illetve az egy tovabbi fliggvény legyen zérussal egyenld, ekkor fennall
az alabbi 6sszefliggés.

d f31(XS) d fsz(xs) _d f 2(%) _ f (%), (4.143)
dx, dx, dx, H

3
ahol bevezettik az f,(x;) flggvényt.

Az egyargumentumosra vezetd egyedi megoldasokat is figyelembe véve felirjuk a
(137), illetve (130b) alatti fliggvényeket.

df,
= £100,56) + F () + B () + T00)% + £,06) + d)ESXS) (4.144)
f, = D%, ) 1% + T, 06, %) 1%+ T3 (4, ) /%, (4.144b)
df,
£y = 000 % + B (K)/ % + (5,50 1% + T () 4 dX(ZXZ) P 00)/%. (4.1440)

Tekintslik a (2.7) egyenletet.

o 00) |, Ta0600) - M) - Thaa%0)
%, X, X, X,

2 n ~ A
d® f,(x,) dR;, (%) | (%) | d f,(X)
- = + +
dXzz X% dx, ™ dx, %

(4.145)

Ezt, az argumentumokat szétvalasztva, az alabbi egyenletekre bonthatjuk.
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~ 2
2
(X1,%2,X3) - ﬂfSl%XXZZ’ %) X, - d d]:1(2(2X2) XX =0, (4.146)
(%0.%) ﬂfzsglz, %) _ ﬂfss%i, %)y = ﬂfssg]z, %) (4.147)
1

(%1,%) df (), —, (4.148)

dx,
(o, %) %ZXS) =0, (4.149)
(1) de;—X(:(l) =0. (4.150)

Feltéve, hogy

~ 4
2 06:%) = f2 (%)%, (4.151)
és egyszerQsitve xs-mal, (146)-bdl kapjuk
A 2
dfy(0) o dfi(%) (4.152)
dx, dx,”
Ezt integrélva
: df(x) . ¢
fay (%) =- JXZXZ +C,) . (4.153)
Azaz
® o
° df A=
Fu (%, %) = E J)EZXZ) +Co X (4.154)
a

Ezzel a (132) egyenlet integralhatova valt. (154) alapjan lathato, hogy az fi; fliggvény
csak xo-t0l fligghet. Figyelembe véve a (140b) fliggvényt, lasd még a (141)-et is,

2 2
) d f,(x,) + N - d f,(x) 4.155
v (o v ( )
ahonnét
2 l A4
f.(x,) 25%1)(2- (4.156)
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Tekintsuk a (147) egyenletet! Ez megegyezik a (3.139) egyenlettel. Annak megoldasat
itt felhasznalndk. Két megjegyzés kivankozik ide. Az egyik, hogy az egyargumentumu
megoldasai megjelenhetnek maés szdrmazékegyenletben, ezért, azokat nem itt, hanem a
késobbiek soran irjuk fel. A mésik, hogy elvben a (146) egyenletbdl kerllhetnek a (147)
egyenletbe csokkentett argumentumu megoldasok, de mivel az elsd egyenletben az argu-
mentumok szerkezete (X;,%), a (maddositott) masodiké xixs(xz), ezért ez az eset kizart. Te-
hat a (147) egyenlet megoldasa szorzatalakban megadhat6 a (3.140b,c) alapjan, és ezzel az

egyenlettel a tovabbiakban foglalkozni nem kell. Tehat

~ &, % 8y d |: 0
f23<x1,x2)=§ﬁ<xl)xl+ J(Xl) <+ xe? EF (%) + dxixﬂ_
o 2 (4.157a)
dF(X1) +
3 -
ox %+ F (%)% + F(X),
“ 51 - Z(XZ) 2 0 2 X; %
fis (X, %) = F(%)e" +e ix, +F(X1)+F(X2)X1+C T x,i+C,e +C. (4.157b)
ﬂ
A tovébbiakban a (148-150) egyenleteket integréljuk.
A 1
f, (%) =- €z, (4.158)
T30 (%, %) = P (%), (4.159)
Fr(x) =6, (4.160)

Ezutan tekintslik a csokkentett argumentumd megoldasokat. Megjegyezziik, hogy ~ utal
arra, hogy xs-mal osztani kell.

(%) = () + T (x)%, (4.161)

o (50) = T 00) * T(6)% + (%)%, (4.162)
Fo0%) = () + T ()%, (4.163)
(6, 5) = T (6) + T ()%, + T ()%, (4.1642)
fL(x) =<§X272, (4.165)

Fa(%) =8, %, (4.166)
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- , .
fas (X %) = i (%) + fi(00) %, (4.164b)

1
Az f,,(x) flggvényre ismételten (158), illetve (166) irhato fol.

A

Mivel az f,, flggvénynek két kilonbozd differencialkifejezése szerepel a (145) egyen-

letben, ezért két osszefliggést kapunk, ezek a (164a) és a (164b). Ebben az esetben is a cél
az argumentumok szamanak csokkentése, ezért csak azokat a fuggvényeket tartjuk meg a
felbontasban, amelyek mindket kifejezésben csdkkentik az argumentumok szamat. Végul
figyelembe kell venni a (147) fuggvényegyenlet megoldasédhoz felvett egyargumentumu

fuggvényeket is. Tovabba, a szorzat alaku fliggvénnyel a (147) egyenletet megoldottuk,

lasd a (157a,b)-t. Ezeket figyelembe véve a fss flggvényt az alabbi kifejezéssel adjuk

meg.

~ 1 2
f33(X11 X2) = f33(X1) + f33 (XZ) (4167)

A

A (161) és (162) bontasban az elsd két tag azonos, és mivel mindkettd ugyanazon f,

fuggvényhez tartozik, raadasul mindkettd egybeesik a (147) fuggvényegyenlet megoldasa-

hoz felvett egyargumentumu fuggvenyek egyikével. Ezeket figyelembe véve

~ 6
for (%, %) = T, (%)%, (4.168)

~ 1 2 5 6
Fra (%, %) = T3 (%) + T (%) + T2506)% + F5(%)%, - (4.169)

Végll tekintetbe kell venni, hogy a (2.8) egyenlet integraldsakor méar bevezettlink
néhany csokkentett argumentuma fliggvényt, lasd a (138), (140) és (142) dsszefliggéseket.
Mivel a kétféleképpen bevezetett csokkentett argumentumu fliggvények nem azonosak,

1
mindegyiket megtartjuk. Ugyanakkor az F,, (x)/ %, megegyezik a f,(x)/x, fuggvénnyel,

ezért az eldbbit figyelmen kivil hagyjuk. Megjegyezzik, hogy a feliras soran az f; flgg-
venyben az x, egyutthatoja, illetve az f; fliggvényben a konstans tag egyltthatdja egyarant

1 4 4

- €, +C,,/ 2, az utdbb bevezetett C,, tagot elhagyjuk. A tovabbiakban attérhetiink a (2.7)

egyenlet (145) alatti alakjanak a vizsgalatara.

Ehhez eldszor felirjuk a (144) alatti fuggvenyek vizsgalando alakjait. Ennek sorén a 5.

5
megoldas szorzatalaku eredményét csak, mint F, -t (i = 2,3) jel6ljuk, illetve az 1. megoldast
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1
csak F, alakban adjuk meg. Meg kell jegyezni azt is, hogy sem a (146), sem a (147)

egyenletbe ,,szarmazek”, azaz csokkentett argumentumu fliggvény nem kerilhet be. Ezt
figyelembe véve a vizsgalando fuggvényekbe a (147) megoldasa mér beirhato, és mar csak
a (148-150) egyenletekkel foglalkozunk. Tovabba (149) egyenletbe sem keriilhetnek be
csokkentett argumentumu megoldasok, ezért ezt az egyenletet sem kell vizsgélni, megol-
désa azonnal felirhat6. Végul jelezzlk, hogy (147) sz&rmazék egyenlete x;:(x2) alaku lesz.
Tehéat

2 1

= 10600)  Fae)  Ful) 00 + ;X(f)xzm— Baxey (41709

” ~ 5 A 2
B=B&@Nw4é&%ﬂk+E%Wﬂ&+%my&+%mm&+ (4.170D)

+ (%)% /% + T5(%)%, /%5 +F,+F,,
n 2 2 . 3 A
fy = Fp(X) /X +C % +Caa X /X5 - Cpp+Cyp [ % + F,(%) /X5 + T3 (X)) /%5 +

. (4.170c)

2 5 1 0
+f500) /% +F+F+F.

Ismételten felirjuk a (2.7) egyenletet, pontosabban mar csak a (147,148,150)-nek meg-
feleld tagjait, a teljes megoldasok kifejezéseit — mivel azok kielégitik a (2.7) egyenletet —

nem irjuk ki:
6 AZ '15 6
A df,(x,) df o 2
Fu) + ) S 4 ) - G
: . (4.171)
JAfu(%) &, dfu(X)
dx, 2 dx
Ezt, az argumentumokat szétvalasztva, az alabbi egyenletekre bonthatjuk.
2
x1-( %) dfy(x), d fss(xz) 0. (4.172)
dx, dx,
2
(x1,%) - ¢, %% =0, (4.173)
6 A
A df
(%) .00 = _ésxfxl) | (4.174)
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(%) df(%) 0. (4.175)
dx,

(Xs) fil(xs) =0, (4.176)

(© & =0. (4.177)

A (172) egyenlet alapjan irhatd

2 2 5
frs (%) = f35(%) +Cys - (4.178)

A (173) egyenlet alapjan kapjuk

¢ =0. (4.179)

Tovébba (175) integréalhato, az eredmény

2 2
fs (%) =Cy. (4.180)

Ezeket figyelembe véve a keresett (170) alatti fuggvények (most méar figyelembe véve
(158-160)-at):

fi=Fs(x)- qg X, + ;)E:‘s)xz + £, (X, %) (4.181a)

N A K
fy = Fn (%) 1% + (X)) /% + Cpil Xg +
1 i (4.181b)

33(X1) £ >
ix

§f33(X2)+C23_X1/X3+ X %5+ 5, (%, %) [ %5 +F,+F,,

I 3 A 2 5 1 0 4181
fo=- G+ 8yl %+ F,06) /% + T () /% + fig(X)/ % +Fy+F,+F,.  (4.181C)

Megjegyzés.

A (2.7) egyenlet vizsgalata soran figyelmet forditottunk arra, hogy ha az argumentum
szerkezete megvaltozik, akkor a figgvény mas és mas szarmaztatott egyenletbe kerul(het).
Ugyanakkor a (2.7) egyenlet esetén eldall az a helyzet, hogy van olyan egyedi megoldas,
amely soran a szarmaztatott fliggvények nem keriilnek & més ,,sorra”. Lassuk.

Kiindul6 6sszefliggésként a (145) egyenletet tekintjiik. Tegyik fel, hogy fzs(xl, X;) =0.
Ekkor
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T (%) = T (%, %) (4.182)
Tx, x,

Ez az egyenlet megegyezik a (3.4) egyenlettel, figyelembe véve, hogy X, f,(X,X,)

éppen f5,(%,%,) -t adja.
A megoldast a (3.8) és (3.13) alapjan irjuk fel.

2
-X2+

~ 1 2 0 1 & ; 0
f33(><1,><2)=C31§%- %3+C,&° 9+C. (4.183)
1]

Mivel ez a megoldas mér szerepel (181c)-ben, ezért ismételten figyelembe venni nem
kell.

Most mér rétérhetiink a (2.9) egyenlet vizsgalatara.

3
dF21(X3) + ﬂfzz (X31 X1) +6:2 X, - d f3(X3) X = dFlS(Xl) + ﬂflz (X31 X1) . (4.184)
dx, %, dx, dx, Tx
A (184) egyenletbdl az argumentumok szétvalasztasaval a kovetkezok feltételek adod-
nak.
- 3
(X1,X3) 1, (X5, %) ) d f5(x;) X = 1, (%5, %) ’ (4.185)
X, dx, X
& TF
(x1) CoX = % (4.186)
dF, (%)
—= S 4.187
() ™ (4.187)

3

Elsdnek a (185) egyenletet vizsgaljuk. Az latnivalo, hogy az f,(x;) tag az egyenletbdl

»Kiklisz6bdlhetd”, amennyiben feltételezzlk, hogy

~ /\5

fo (%, %) = £, (%)%, (4.188a)

5 2
f(%,6) = ,06) "2 (4.188b)

Ekkor a kdvetkezd egyenletet kapjuk.

5 3
df,(x), dfi(x), _ 7
- =f , (4.189)
ox, X ix, % = f,(%)%
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ahonnét
12( )= d fzz(xs) d f (Xs) (4.190)
dx,
A (188), (190) megoldéast mintegy levalasztottuk a (185) egyenletrdl, annak ,,mara-
déka”, azaz a
T 06, %) _ 91, (%, %) (4.191)
X, ix

egyenlet, fenn kell, hogy alljon.

Ez az egyenlet megegyezik a (3.34c) egyenlettel, azzal az eltéréssel, hogy

X T, (%, %) = T, (%, %) - (4.192)

Az eltérés az egyargumentumu (6sszeg alakban keresett) fliggvényekre jelentds kilonb-
séget eredmeényez (xs szerint derivalunk), ezért, azokat nem lehet atvenni, a kétargumen-
tumu (szorzat alakban Kkeresett) fliggvények esetében a megoldés atvehetd, lasd a (3.43a,b)
Osszefliggéseket.

Tekintsuk eldszor a megoldast 6sszegalakban!

1 2
fro (X1 %) = T2, (%) + f5,(X) (4.193a)
1 2
fo (%, %) = f1,(36) + (%) (4.193b)
A megoldand6 egyenlet
A
d 5, (%) — d f12 (Xl) (4.194)
dx, dx,
ahonnét
A 2
f,,(%)=C,X,, (4.1953)
2 2
fl (%) =¢, . (4.195b)

Tekintsllk ezutan a szorzat alakban keresett megoldast (3.43a,b), pontosabban a
(3.45a,b) alapjan.

£ (% %) = F.(%) Fx(f) (4.1962)
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3

FL0x) .
Xm F (%) X, (4.196b)

f22 (%, %) =

A tovabbiakban erre megoldasra, mint a harmadikra hivatkozunk, a xs-ben 1évo eltérés

o
miatt a megoldast *-gal kiilonbdztetjuk meg a 3-diktol: F

Osszefoglalva:

1 2 3*

f,(%,%) = f,06)+C, X +F, (4.197a)
"

1o (X1 %) = szs + f22(><1)+F (4.197b)

Ezutén integraljuk a (186-187) egyenleteket (az elsbben a konstanst elhagyjuk).
(%) Fo(x) = Xl (4.198)

(%) |£21(X3) =Cy- (4.199)

Ezutdn felirhaté a harom f; fliggvény, figyelembe véve (182)-at, (188)-at, (190)-et,
(196)-ot és (197-98)-at.

3 33 5
a0 dfi(x), |, ¢dfy(x) df(xs)
f = Lo T+ 2 +f +c +F, 4.2
1 C32§ 2 Xza dXS X + G dXS dXS T 12(X3) X 1 ( Ooa)
& p
~ A 2 2% 50
=Cyy /%5 + T5(X) /% +Cpyl X +§f33(x2) +Cp /X +
(%]
(4.200b)
dfss(xl) / I+ o) x4 T, /% +F,+F,+F
i X X3+C2X3 X+ f (%) /% + £,,(X) % [ % 2
3* 1
f = Gt Gyl 4 1306) 1% + (%)% + ()% +Eat Bt By y. (42000
Ellenodrzés
Az ellendrzés sordn a mar megtalalt megoldasok fliggvényeit nem irjuk Ki.
2 1 2 1
(2,7) d f33(X2) X + d f33(X1) _ d f33(X2) - d f33(X1) _ (4,201)

dx, dx, dx, dx,

Azonosan teljesiil.
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3 3
(2.8) Ca A h0e) - &, df(06) (4.202)
Cs dx, G dx,
Ez is azonosan teljesul.
3 ae 2 0
(Xs) dfs(%) _ 4 2, 8d () df(xs)_
+ fao + = +c,+
(2.9) Cz o, X X1032 X i, Co X +C, (é o, o, g& (4.203)

Ez szintén azonosan teljesul.

Megj egyzések

1 2
Az f=1,(%), f, = (X)) /% + f,(x) /% = f,(x)/ X és f, =C,/x; megegyezik
a (2.13) alatti integralasi szabad fliggvényekkel.

4.5. A nyert megoldasok dsszefoglalasa és vizsgalata
Jelen pontban dsszefoglaljuk a nyert megoldasokat. Elkilonitjuk az egyes fuggetlen
megoldasokat. Alkalmazzuk az eldzd fejezetben bevezetett jeloléseket. A képletekben a /&
(i =1,2,3) jel utal arra, hogy az adott fliggetlen megoldasban az egyik, vagy masik f; fligg-
veény ,,nem vesz részt”. Végul megvizsgaljuk a megoldasok szerkezetét.

4.5.1. Egyargumentumu fuggvenyek

f1= '4:01(X1)+011X1 +CpX% +[Ig3(x3)+cl] (4.19)
40

fa= E +C, +tCuX +lcy /%] (4.19b)
X,

fz= = G, +[C33/X3] (4-19C)

A megoldastipus két fuggetlen megoldasra kilonithetd el.
Az els6 megoldés tartalmazza ,,40” részmegoldast. Nyertlink ennek egy partikularis

megoldasat is, amikor Lllgl(xl) =, X . A tovabbi vizsgalatok soran a partikularis megoldas-
tol eltekintlink. Ebben a megoldasban f; zérus.

A mésodik fliggetlen megoldas egy partikularis megoldas. Mindharom f; fliggvény
zerustol kulénb6zo.

Az f; fuggvény szabad integralési fuggvényben c; egy partikularis fuggvény.

Az f, fuggvény szabad integralasi fuggvénye csak egy Cps/xs partikularis fuggvényt tar-

talmaz.
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4.5.2. Egyargumentumu fuggvények figyelembe véve az x; szor z6t

2

le - Cy é—' Xz_ +CypX = = +[|g13(X3)+C1] (4.43a)

f:Z s Css CaX, /% Ay +[(|0:1(X1) +C,)/%,] (4.43b)
" A 1o ” 0

fj Cy B FCx X% +C1?7- X, 31 % +[CIx] (4.43c)
2

A megoldés négy fliggetlen partikularis megoldéasra kilénithetd el.
Nincs olyan megoldas, amely tartalmazna egy szabadon valaszthat6 fiiggvényt.
Az elsd megoldasban f, zérus.

A masodik megoldasban f; zérus. Ez a megoldas az ,,40” megoldas partikuléris esete

40
Fi(x) =C,;x valasztassal.

A harmadik megoldéasban f; zérus, a megoldas partikularis.
A negyedik megoldasban 1. megoldas polinomialis része szerepel.
Végil a 0. megoldas is szerepel, ezen belll az f, és f, az altalanosokon kivil egy-egy
partikularis fuggvény is eldalit.
4.5.3. Kétargumentumu flggvények
El6szér még a korabbi jeldléseket megtartva csoportositjuk a megoldast.

4
f = F(x )dxs ; 3(%) | % % fzz(xs) x I (%) |
dx, 2 dx, dx,

X2 + 1(%0%) + Fis(0)% + (%) + £,(%) - (4.1254)

+¢ 2
_dx, fs(xs)aej_

0O <2 0
= F (0],
dx, §2 X25+C13X1X2+C13X2+[ 3(6)]

(X, %) | ML (%, %)
f f 13
dxl ()+ 22(><3)X1+22(x3)+ x + =x, X +

d f (X1) d f13 (X1) (4'125b)
dx, dx,

2 7 0
+C13(X12 + Xz) +C31 XX, +C3X +C21/X3 +C21/X3 +[F1(X1)/X3],

df 1 (%)
dx,

1(x2) ¢
ix, X+ ()X +

- M0 %) |

3
fy= =, fa(%) +

(%) +——-=2~
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2

2 6 1 o)
+C13X1+C31X2+C13+C31§%' X T % +[Cy I %] (4.125c)
1]

Négy megoldas-tipust kulonithetjuk el. Ahhoz, hogy ezt belassuk a kovetkezbket kell
figyelembe venni.

ElGszo6r, hogy a

3 2 4
2 dXS FS(XS) Xl2 dXS f22 (XS) dX3 f22 (Xg)
F(x)— =5+ +X, (4.204)
' dx, 2 dx, dx,

3
kifejezésben x,°/2 és x, partikularis esetei a F,(x) fiiggvénynek. Tehat a masodik és har-
madik tag figyelmen kivul hagyhat6, mint partikularis eset, a fzz fuggvények felsd indexe

1
irrelevans. Tovabba vegyik észre, hogy az f(x) flggvény megegyezik az egyargumen-
tumosnal megtalalt f,(x) flggveénnyel, azaz a ,,40” részleges megoldassal, ez pedig

3 n
ugyanebbe a megoldasba tartozik F,(x,) = f,,(X,) =1 valasztassal.
Masodszorra az alabbi ,leszdrmazasi” tablat kell figyelembe venni. Megjegyezziik,

hogy az egytthatokat nem tiintettlk fel.
fa (%, %)
1 2
fis (X)) % f.(%,)

X%, X212
%)

(4.205)

3
Harmadiknak mar csak megallapitjuk, hogy van egy, az f,(x,) fuggvényen alapuld

megoldas; ennek a 7. sorszamot adjuk. Végll jelezziik, hogy ismételten eldallitottuk a csak
11
az F fuggvényt tartalmazé megoldast.

4
A fentiek sorén alkalmaztuk a kdvetkezd jelélést F, = f,(x,X,) .

A fentieket figyelembe véve a (125) a legéltalanosabb alakban igy irhat6 fel.

2

0 7
fi= F 1, F) +F, - % Xz_gﬂs(xz F) L] +[F] (4.2068)
_ 3 3 4 4 0
f2= ﬂl(Fl) F3 + ﬂl F12+ Xlﬂz F12 A5 A +[F1/X3] (4-206b)
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1 2 o)
fa= B 1, F; + I;3 +Clae(17- ngl X3 +[é/x3] (4.206¢)

A négy megoldas kdzil négy tartalmaz szabad fliggvenyt; amelyekbdl egy kettdt. A leg-

4
nagyobb ,,szabadsagi fokkal” a kétargumentumos F,,(x,X,) flggvény rendelkezik. A mé-

sik két esetben egy fliggveny a harom fi-bdl zérus, a (2.7-9) kozil csak egy-egy egyenlet-
ben szerepelnek.

4
Ré& kell mutatni arra, hogy a ,,40” részmegoldas a most megtalalt F,(x,x,) flggveny-

4 40
nyel jellemzett megoldasnak (is) a partikularis esete a F,(x,X,) = F,(x) . valasztassal.

Megjegyezziik, hogy az egyargumentumi megoldasban a c;, egyutthatds megoldas az

4
F,(X,%) =C,X, esetre megy vissza, tovabba, hogy az egyargumentumd flggvenyek

figyelembe véve az x; szorz6t megoldasban a ¢,, tényezdhdz kapcsolodd megoldas az itt

,
megadott F,(x,) fuggvény partikularis esete.

4.5.4. K étargumentumu flggvények figyelembe véve az x, szor z6t
Atcsoportositjuk a megoldéasokat az eldzd pontban kialakitott rendszer szerint.

- % %L[fllz(xs)], (4.200a)

3* = 2 7 2 2 2 1 9
=R () 9R06) X0 d T (6) 6d f,(6) _ » ?

= +C, X - - G, LT
dx, 2 dx 2% é dx, CSZ‘EJ 2 5
&, dF,(x)2
f ﬂx(lxl)ﬂxg)/wxlf22<x3)/x3+c2+§F<xl)xl+ T
7]
Xaz 52 O 53 -
+xe’ EF 2(%) + ZZ)EZXZ);/& = Zl)flxl) X | %+ Fy (%)% 1% + (4.2000)
7]
df
;Xfxl) 13+ (T (00) + G 1% +I(Fop () * T () 30+ (6 + 6 ]

2 52
3 1 51 %"
£ = (,06) /% - E0) +Fi(x)e" /x, +e 2 9 00%) le“z)/xg ;
2

53 54 A 2
FR00) 1%+ Fy ()% + T (%)%, + T (6) /1%, + (4.200c)
1 2 o 2 X %
+633§(17' Xzi/X3+63362 /X3+[632/X3]-
(%)
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Az f1- és f,-ben a 3. megoldésa *-gal jelOlt esete mellett megjelent annak egy partikula-
2

3*
ris megoldasa is, ahol F(x) = )(17 Ezen kivil megjelent a 7. megoldas egy véltozata, ahol

7* 7
F, (%) = F; (%) / %, valamint ennek egy partikularis esete. Végul lathato az integralasi sza-
bad flggvény is.

Az f,-ben és az f3-ben a részletesen Kiirtuk az 5. megoldas mind a négy esetét. Mind-
kettBben lathatd az integrélasi szabad fliggvény is, néhany partikularis valtozattal.

Az f3-ben megjelent a 1. elsé megoldas mindkét esete.

A fentiek alapjan a (200) fuggvényeket az alabbi egyszerQsitett tAblazatba foglalhatjuk
dssze. Itt kihasznaltuk, hogy a méar megismert megoldasokat egy-egy betlvel jel6lhetjik. A
fuggvénykapcsolatokat csak az Uj megoldas esetén adtuk meg. Egy partikularis megoldas
talalhaté a tablazatban, az 5. oszlopban. Ez a ,,40” partikularis esete.

2

3* 2

7 1 Z.B(l 0 0

f]_ = /CE]_ Fl & - (ﬂs FS- C32 )é? = XZ : + C2 )(1 F]_ (42073.)

a

3* 51 52 53 54 2 0

f.= A +F,  +F,+F,+F,+F, A +c, F, (4.207b)
11 12 51 52 53 54 7 1 0

fs = F3+F3 3= +F3+F3+F3+F3 FS/XS - é32 s Fz (4'207C)

4.5.5. Osszegzés

Az egyvaltozés egyedi megoldasok (fliggetlenil az xs-mal valé szorzastdl) a gyakorlat-
ban érdektelen, mert altalanosabb megoldéasokat kaptunk a kétvaltozds egyedi megoldasok
esetén.

A kétvaltozos egyedi megoldasok esetén megkaptuk a korabban elallitott 0. megoldast,
az 1. megoldas mindkeét részét, valamint a 3. megoldast, tovabba a 4. megoldast. Ezen
kivll kaptunk egy 0j megoldast: a 7-et, amely kétvaltozds. Tovabba, figyelembe véve,
hogy f; és f3 xs-mal osztva van, egyedi megoldasok esetén megkaptuk a 0. megoldast, az 1.
megoldast, a 3.* megoldast, a teljes 5. megoldast, valamint a 7.* megoldast.

4.6. Az sflggveny meghatérozasa az f; fliggvények alapjan
Ebben a fejezetben s fuggvényt a négyféle feltételek mellett elGallitott fliggvények
alapjan hatarozzuk meg. Az s fliggvény meghatarozasahoz a (2.4-6) egyenletek szolgalnak,
illetve a (3.159) Osszefliggések.
Tekintettel arra, hogy az 1-6. megoldasokhoz tart6z6 s fuggvenyeket mér eldallitottuk,
ezért itt csak a 7. megoldashoz tartozé s fliggvényt allitjuk eld.
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A 7. megoldashoz tartéz6 s fliggvény

A (3.159) dsszefliggés alapjan meghatarozzuk az s, fliggvényeket.
Elsdnek az s, fliggvényt
2

7 7 7
S =- 06 Fs ()% % = - Fs(xg)xsxl? (4.208a)

Masodiknak az s, flggvényt.

7 7 7
S, = (% R (%)%, =% F3(%)X%, - (4.208b)
Veégul az s; fliggvényt.
,
T JOF t0 7 S
S, =- o&dis%)% X, T, = - X Fs(xs)%- X, X (4.208¢)
X3 7} [}

Ezek alapjan az s fuiggvény:
%2 (4.209)
a

Ellendrzés

Trivialis

5.AZ 1 FUGGVENYEK LEGALTALANOSABB ALAKJA

5.1. Altalanos megjegyzések
A (2.7) egyenletben csak az x, és x, valtozok szerinti parcialis differencialhanyadosok
szerepelnek. Ennek megfelelGen a (2.7) egyenletet kétféleképpen lehet kielégiteni. Egy-

részt, ha az egyenletben szerepld minden tag csak az x, x, koordinataktol fligg. Tehat

ﬂ_f3+ _ﬂxlfS_ ﬂ_fZ:F
XSﬂXl X3'nx2 Xsﬂxz 3 (%) - (5.1)

Az (1) 6sszefliggéshdl kovetkezik, hogy

f, = f,(%.%)/%, (5.2a)
fo =103, %)/%. (5.2b)

Masrészt, ha minden egyes 6sszeadandd azonos mad fligg az x; koordinatatol. Tehat
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e g 20070 )

A (3) dsszefuiggésbdl kovetkezik, hogy
f, = 1,05, %) %G5 (%), (5.4a)
fy = f5(%, %) %55 (%) - (5.4b)

A (2.8) egyenletben csak az x, és x, valtozok szerinti parcialis differencialhanyadosok
szerepelnek. Ennek megfelelGen a (2.8) egyenletet (is) kétféleképpen lehet kielégiteni. EI6-

sz0r, ha az egyenletben szerepld minden tag csak az X,, x, koordinataktol fligg. Tehat

‘Hx3 ‘Hf

T =F (%, %) (5.5)

Az (5) dsszefliggéshdl kovetkezik, hogy
f, = f(%,X%;), (5.6a)
fo = f,0¢,%). (5.6b)

Mésodszor azt tekintjik, amikor minden egyes 6sszeadand6 azonos mad fligg az x; koor-
dinatétol. Tehat

e e 20,0020, 67)

A (7) dsszefuggesbdl kovetkezik, hogy
fi = £.(%,%) %6, (x), (5.8a)
fy = £5(%,%) 6, (%) (5.8b)

A (2.9) egyenletben csak az x, és x, valtozok szerinti parcialis differencialhanyadosok

szerepelnek. Ennek megfelelfen a (2.9) egyenlet esetében a kétféle megoldas tipust szintén

elkulonitjuk. Elsdnek azt, amely fliggetlen az x, koordinatatdl. Tehat

f, Txxf, Iif

T 'nxll =F,(%4,%) (5.9)

A (9) dsszefuggeshdl kdvetkezik, hogy
f,= (X, %), (5.10a)
f, = f,(4, %), (5.10b)
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fa = f5(%, %) - (5.10c)
Masodiknak azt, amikor minden egyes 6sszeadandd azonos mod fiigg az x, koordinatatol.

Tehat

HAx,f, Txxf, 10 _
- - =6 =0. 5.11
gﬂxg T 2(%) (5.11)

A (11) osszefuiggesbol kdvetkezik, hogy

fi = £.(%, %) %6, (%), (5.12a)
f, = £,(%. %) 6, (%), (5.12b)
fy = f3(%, %) G, (%) . (5.12¢)

Ez az utdbbi eset — ha a (2.8) egyenletre nézink, azonnal latszik, hogy — speciélis,
amennyiben rogton a
dG, (%)
dx,
egyenletre vezet. Mivel a (2.9) egyenletben az f; és f; kdzll egyik sincsen X, szerint deri-

=G, (%), (5.13)

valva, ezért ha (2.8) szerint az f3-hoz tartdéz6 g(xs) flggvény az fi-hez tart6z6 g(xs) fligg-
vény x, szerinti differenciélja, akkor (2.9) kielégithetd gy is, ha az f, fuggveny két reszbdl
all: az egyik a g(xs) fuggvényt, a masik annak differencialjat tartalmazza. Azaz

fi = £.(%, %) %6, (%), (5.14a)

f, = 1,(%,%) 6, (%) + fi(xl,xs)deéx(f) , (5.14b)
_ dG, (x,)

fy = fs(xl,xs)—dxz : (5.14c)

Az vilagos, hogy a (14) alatti eset az altaldnosabb; amennyiben (13) fennall, Ggy (12)
osszefiiggésekhez jutunk. Es az is vilagos, hogy a (14) megoldas ,részlegesen” (x-ben)
Kielégiti a (2.8) egyenletet.
A héarom lehetséges megoldas-tipust kilon-kulén vizsgaljuk meg.
5.2. Az 1. tipusl megoldas vizsgélata
Elbszor a (2.8) dsszefuggésbdl nyert megoldastipust vizsgaljuk. (6) és (8) figyelembe-
vételével a megoldast

= £,6,%) + £,(6,%) 6, (%), (5.153)
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f,=1,, (5.15b)

£, = £,06:06) + £,06,%) %6, (%) (5.15¢)
alakban keressuk.
Itt értelemszerden G,(x) * const.
A (15) osszefuggéseket egyarant behelyettesitjuk (2.7)-be és (2.9)-be, atrendezzik x,f,

parcialis derivaltjaira

ﬂxsfs(xz,xsﬂfls(xz,xswel(xob 1

2.7) T f, _ B, f dG, (%) (5.16)
x, X = +36 F3(%, %) — = o

(2.9) T f, :XIﬂXSEETOS(X”XSH fs(xz’xs)x;l()ﬁ) B4 (x, XS)dG (%) (5.17)
X, Tix, dx,

A (16-17) dsszefliggésekbdl f, egyértelmlen meghatarozhatd, ha fennall az alabbi integ-
ralhatoségi feltétel:

1 1
T f306, %) _ 11,.06,%) (5.18)
1% fix,

Ekkor, integralva (16), vagy (17) dsszefuggest, nyerjik:

ot = 080050 + 06,00 6,003 % 0000 TR0, 5.9

ahonnét
=% 000 + 0000 6,00 + 060 U 00 (620)
Az integrélas feltételét felhasznalva megmutathatd, hogy
T0%,%) EZ%Z’XS) = 1,06,%), (5.21)
es
2
X, f%E:z’Xs) _ ]31()(21)(3). (5.22)

Ezutan (15) felirhat6 az alabbi alakba.

—-905—



dr.Lamer Géza Azintegralhat6sagi feltételekrdl

2
f= 1 (%, %) +%X’:f”‘s)el(xl) , (5.23a)

2
: 0 f,(%,, 2 dG
f, =R (0% * %, (% %) +%§22X3)61(x1)x1 + u»m%, (5.230)

0
fy = 06, %) + x

Vizsgéljuk meg a (2.8) egyenletet!

URACTES N

, i}
T £ (% %) 2 o\
(8) £, (%) + (0) 2= g h06, %) + 722 220G, (%) (5.24
ﬂgxs X, %) + X = x G, (%, ﬂnglxzxs x, . E( )
ami akkor teljestl, ha a
0 0
s f300.%) _ 11,06.%) (5.25)
% )

feltétel fennall.

A (25) egyenlet megegyezik a mar targyalt (3.20) egyenlettel, tovabba itt is fennall az

0

0
=x, f, 0sszefliggeés, tehat (3.30a,c) alapjan irhatjuk, hogy

f (%, %) =F (xz)oI 3 F( 3) (5.26a)
0 |§ ( )
f (X%, X,) = F 5.26b
3(%,%;) o, 5 (%) ( )

Ezek figyelembevételével a harom f; fliggvény.
dXs F 3(%5) + f 2 (%, %)
f = F G , (5.27a)
2 (%) q G,(x)

: =x1dzx(f) 00+ 6,0 + 00,0 L+ RO %, (6270)

CdR () 2 oL T (%,%)
fs - dXz Fs(xs) + ﬂxz Gl(xl) . (5-27C)

Ellendrzés.

Az ellendrzés sorén a 2. megoldas fuggvényeit, illetve az integralési szabad fliggvényt
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nem irjuk, ki azok kielégitik a (2.7-9) egyenletrendszert.

i f,(, T1,00.%) o ? dG (xl)
ﬂng >, 100X+ % T, 06, %) ——— E
(2.7) , , 5 (5.28)
0 Q fz(Xst) 1 (; fz(xz,xs)G :
1, gxixs T, 1()(1); % gxs %, 1()(1)3
Ez azonosan teljesul.
1& ﬂfzz(xwxs) 1 B, 1, (%, %) 0
2.8 — (00) - 1% 2% %) (%) 5.29
(2.8) x gxs =x, G (% )b .ﬂng x (Xl)g (5.29)
Ez is azonosan teljesul.
& z(Xz 111,06,%) : dG,(x) 2
7 gxs x, L00)% % £, (6, %) — == ix B
29) : ) (5.30)
L1 T606%) 1 B, 1 206.%) 5 (1)
x gxlxs =, G, (% ); ix g—ﬂxs 1(&)3

Ez szintén azonosan teljesul.

5.3. A 2. tipusl megoldas vizsgalata
Mésodszor a (2.9) dsszefliggéssel nyert megoldastipussal foglalkozunk. Ezt tekintjik a
2. tipust megoldasnak.

A (10) és (14) alapjan az f, (i = 1,2,3) fuggvényeket az alabbi formaban keressuk.

= £(%,%) + £,(%,%) 56, (%) (5.312)
£, = £,00,%) + £,(%, %) G, (%) + (%, %) X(z) (5.31b)
£ = £,00,%) + £ (%, %) Zx(zxz) (5.310)

Itt értelemszerden G,(x,) * const.

Behelyettesitjik (31)-et (2.8)-ba.

Tix, f 3(%: %) | X f 3 (X, %) G, (X,) _11f(><1 ><3)+f(x1 XS)dG (%) (532
T T, dx, 1L dx,
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Innét
X, f 3(X:%) _ -0, (5.33)
X,
amelynek az integrélja
0 0
f,0%) = R () / %,. (5.34)
Tovébba (32) alapjan
1
: _ I f(x. %)
f(x,x)="33\1%/ (5.35)
(%) .

A nyert 6sszefliggéseket (31)-be helyettesitve

1
0
f,= f1(><1,x3)+—ﬂxs fs("1”‘3)Gz(x2), (5.36a)
X,
0 1 2
= ,(%,06) + £,06,%) %6, 06) + fz(xl,xs)deéx(zxz), (5.36b)
1 dG 0
o= 000 5 1 R00 (5.360)
Ezeket behelyettesitve a (2.7) dsszefuggésbe, nyerjlk.
dG, 0
R 205 06 206:00) + 0 ) T
dG 0
Xlxs—g s(Xl Xp)— = (%), (%)%= (5.37)
dx, a
el dGc 0
X 81,06, 06) 22U 4 B () 2
‘H dx, 2
Ebbdl egyrészt
0
(c) dR0y) _ 0, (5.38)
dx,
amelynek az integrélja
|§3(X1) = (0; , (5.39)

masrészt
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=== 5.40
1, fz(X11X3) % ) ( )
harmadrészt
1°G, (%,) ) .
0, £,06,) = %, Fa(%,%). (5.41)

A keresett fuggvények alakja ezek figyelembe vételével

= (g0 + Pt () (5.422)
X
W £,(,%) L dG,(x,)
f,= (%, %)+ —222G, (%) + % fi(x,%)——-2~, (5.42Db)
(X, %) x (%) +x f,(x, %) ix,
dG,
f=1,00,%) X(2X2)+C/x3 (5.420)

Ezeket behelyettesitve a (2.9) dsszefiiggésbe, kapjuk.

s (;f RACE 06, %) ¢ 4G, (%) ©.
x g 2 (%, %) + x , (%) +% (Xlxs) dix, 3
(2.9) xl—xsg 2%, (%% ZX(2X2)+C/XS_ L (543)
1 T fs(xl,xg)G f
ﬂxlg (%) + = z(Xz)g

Az x,-t01 fliggd tagok kiesnek, tovabba a konstans-per-xs is, tehat (43) akkor teljesul, ha

0 0
X, f,(% %) _ T F.(%, %) (5.44)
X, x

dsszefiiggés fennall.
Ez az egyenlet megegyezik a (3.34c) alatt felirt egyenlettel. A megoldast atvesszik
(3.45a,b) alapjan.

£ (x,%) = F (%) 2o FXS(Xs) (5.452)
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f,06,%) = Zx(f) Fi(%). (5.450)
A hérom f; fliggvény végleges alakja:
f = F(x) dXSi(Xs) + &% fléis"i’XS)Gz(xz), (5.46)
f, =" Zx(i K)E (x) + 3(2 TG, 00+ oo ) T2 o)
fy= ﬂ(&&) dGé)EZXZ) +C03/ X3 (5.46¢)
Ellendr zés.

Az ellendrzés sorén a 3. megoldas fuggvényeit, illetve az integralési szabad fliggvényt

nem irjuk ki, azok kielégitik a (2.7-9) egyenletrendszert.

) 0
o Al T oo, ) 0 52
2.7) g ‘B (5.47)
R G, (x)0_ 1 & dG, (,) 8
XXy gs(xlxg) & sﬂxigs(xl,xs) & 2
ami teljesul.
f2 1 de,00)0_ 1 B fu0ex)e o2
2.8 L f, (0, ) —2 2l = G 3 BlG (x )T 5.48
(2.8) ﬂxsgxs (%, %) & 5 ﬂng . (Xz)a (5.48)
ami szintén teljesul.
o XS? TR e806,00) £ .06, 5% (Xz):
(2.9) 1 e (5.49)
dG, (%,)0_ 1 &, f,(x, %) 12
gxs 3(><1 X)) — == & 5 ﬂxlg ox, z(Xz)g

ami szintagy teljesul.

5.4. A 3.tipusl megoldas vizsgalata
Végezetil a (2.7) 6sszefliggésbdl nyert megoldast vizsgaljuk. A (2) és (4) figyelembe

vételével
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f =1, (5.50a)
= (0,501 % + (%, %,) 64 (%) (5.500)
f = 00 6) % + £,(%, %) 65 (%,). (5.50¢)

alakban keressik.

Itt is értelemszerden G,(x;) * const.

A tovéabbiakban (50) dsszefliggéseket behelyettesitjik el6szor (2.8)-be, majd (2.9)-be.

0 1
2.8) T =T 06 X) 1%, 1% (6, %) 65 (06) (5.51)
X, X, X,
0 1
N T R0 %) % T F5 (%, %) 65(%)
™ %, X,
(2.9) (5.52)
ﬁxs 000 %, 6 f3(%,) %, (xg)—
£ T %, =
ﬂ
Atalakitva, és a x,G,(x,) fiiggvényt kiemelve
T XG5 (%,)
f, = f( )— 2= 5.53
™ %% dx, (5.53)
T :aef H 00xG,(%;)
x g 2 (%, %,) - % f5(x, xz) & (5.54)
Az integralhato6ség feltétele
al =T f(x.x)9
x s(xi %) & 2(%,%) - % s(xl,xz)b- (5.55)
Amennyiben (55) teljesul, 4gy f,-et
0 1 d G
f= ,00) + f(x, %) 220, (5.56)
X,
alakban lehet felvenni. E mellett teljesilnie kell az
1 1
% £,04,%,) = 5(x.%,), (5.57)
1‘[ 1 1 1
— F1(6%) = £,06,%) - % f3(¢,%,) (5.58)

X,

dsszefuiggéseknek is.
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Ez utdbbiak alapjan felirhatok a kdvetkez6 0sszefuggések.

1 1
f3(><1,xz)=%f1(xpxz)-

- l

£ (%,%) = (%, %)+ % £,(x, x»——f(xl %)+ % £,(%,%).

ix, X fix,

Ezt kovetden (50) az alabbi alakba irhato fel.

0 1 d G
f = f,(x) + fl(xl,xz)%(xﬁ,

: B 1(x,%) .. Th(x%)2
f2=f2(x1,x2)/x3+§ 1&“2 %, 1&“2 16, (%),

]

1
0 f(x,
f, = f3<x1,x2)/x3+%§zlxz)es(xs).

A (61) Osszefiiggéseket behelyettesitjik a (2.7) egyenletbe:

1 (; 0
% §X3 f 2 (%, Xz)/X3+X3g

X 1%, p p

il fll(xl,xz) 9_
: - f [x +—- 12/ g "=
(2.7) i xlxsg s(X, %) x3+ q (%) -

Ez akkor all fenn, ha

0 0 0
(%) ><1ﬂ fa(4, %) _ 11504, %)
Tx, Tx, T,

teljesdl.

Sl fL(%,%) ix T %1(&,x2)%>63(xg)j_

(5.59)

(5.60)

(5.61a)

(5.61b)

(5.61c)

(5.62)

(5.63)

A (63) egyenletet mar megoldottuk, maga az egyenlet a (3.139) alatti egyenlettel egye-

zik meg, ezért az 5. megoldashoz jutunk el. A megoldast a (3.140b,c) dsszefliggések alap-

jan az alébbi képletek adjak.

0 aiﬂ
£, 0%, %)/ % =§F1<x1)x1+ € %+ xe? gF (%) +—22’

dxlg
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dF(X1)

ax lex3+F(x2)x1/x3+F(x1)/x3

0 X’
(% %)% = F(x)e" /%, +e QX(ZXZ)/Xﬁ
53 54 1a(12 0 1 XL_XZ 0
+F1(><1)/><3+F2(x2)/x3+01§7-x21/><3+0262 1% +Cl %,
7]

Ezek figyelembe vételével a harom f; fuggveny:

f= F06) + 0, 0) DE28)
&
‘ a‘ﬁf(xixz)+X1 1<X1X2)>G(><3)+9F(x1)x1+ 1(X1) o [+
g ™ e 0§ % 5

o T dF
+><162§F (%) + d)fZXZ);xs d)Ele)Xz/Xs+F(X2)X1/X3+F(X1)/X3
(%]

1
i = TH(.%)
3

dF(x)/
X, d

— =G (><3)+F(x1)elexs+ez

2

53 54 L g 0 1 iz-xz 0
+F1(><1)/><3+F2(x2)/x3+C1§7- X% +C,e? ¥ +Clx,.
7]

Ellendrzés

(5.64a)

(5.64b)

(5.65a)

(5.65b)

(5.65c¢)

Az ellendrzés soran a kordbban megtalalt 0., 1. és 5. megoldasok fliggvényeit mar nem

vizsgaljuk, azok kielégitik a (2.7-9) egyenleteket.

1 B0, 1002
Exgé 111):1(1’)(2 +% 11;12’)(2 .%:GS(XS)-
- 1 e ﬂfl(xl,x) 2 1000%) s 0
ﬂ—ngxlxs 1ﬂx2 3(x3)7 .”Xlgxs 1ﬂx2 Gs(xs)g
ami azonosan teljesul.
)
2.8) %gxs f% Ths o), (xg); %@ f,(%, xz)dxﬁxs(xs)g,

ami szintén azonosan teljesul.
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T gﬁh%l(xl,xz)ﬂlﬂf(><1 %)

i ng x =x, ; X5y (%) -
(2.9) (5.68)
RNy ARAGTRYICH ) & ) PEa(%) 0
T ng pc ) =g =
ami szintlgy azonosan teljesul.
5.5. A nyert megoldasok tsszefoglalasa és vizsgalata
1. Tipust
2 ’ f
f1=F2(x2)dX3§;3(X3)+“X3 ;T(Xf’XS)Gl(xl), (5.272)
E, f, 0
o SEODE ) TBORG () ) BB L s 27
dx, X, dx,
_AR00) 2y, 16 06%)
X, 2 (%%
f, = F — 22785 . 5.27¢
v 3(%) + x (%) (5.27¢)
2. Tipust
3 : H
f, = F(x) d‘g;g(xsmxs ;T(X’S‘“Xs)ez(xz), (5.468)
3
CARM 2y, T H050%) 4G, (x,) 5 46h
f, ix Fy(%) +—2 227 o T X))+ 1,0, 3) L2 i (5.46b)
1 0
fy = fs(X11X3)dGé—)EZXZ)+C/X3' (5.46¢)
3. Tipusu
dxG
f, = ,06,%) 2 Xs(xs) +R (%), (5.652)
gﬂ‘u(xl %), Xlﬂf%xl %) %6, (x) + E‘T@mw ﬁ(x1> o I +
X = X,
o e 5 (5.65b)
2
+xe ZéFz(xm Jx(x»; 1X(1X1)x2/x3+F(xz>x1/x3+F<x1>/x3
(%]
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1 2 52
X
fy = ! f11(1>;1, Xz—)Gs(Xs) + 'Szll(xl)exz Ix+e? £ ZZXZ)'/& +
? (5.65c¢)

2

53 54 L g 0 1 iz-xz 0
+F1(><1)/><3+F2(x2)/x3+01§7- X% +C,e? ¥ +Clx,.
7]

A megoldasok attekintése

A jobb attekinthetdség kedvéért egy egységes tablazatba foglaljuk 6ssze a megoldaso-
kat. Ezen tdblazatban a korabban mar megtalalt megoldasokat csak betQjelikkel tlintetjiik

fel. VVegul alkalmazzuk a f,(x,X,) = Fzz(xl, X,) jelolést (n a teljes megoldas sorszama).
(2.8) (1T) (2.9) (2T) (2.7) (3T)
_ 2 1 3 2 3
b= R+T(%Fl)6, F+1:(% Fy) 6, F 12(%G:) (5.692)
_ 2 1 1 3 2 2 5 3 3
fo= Fot M, (Fe) 6. + P G, Fot Ti(F) 6, + X FpXG, Rt (1 Fpt X1, Fp) 6, (%) (5.69b)

_ 2 1 2 0 1 5 3
fa= Fo+ 1, (Fy) %G, F.. 1,6, F,2+F,+F,+1,(F,) 6,(x) (5.690)

Az §sszesitd tablazat alapjan az alabbi altalanos megallapitisok tehetdk.
Mindh&rom megoldas szerkezete azonos.

1
f,=—(x,(.
T (%(.)), (5.70a)
1 1
fo=—()+x——(),
2 ‘|1><1()+X111x2() (5.70b)
1
f,=——().
3 ‘ﬂxz() (5.70c)

Osszevetve a (2.1-3) kifejezésekkel, megallapithato, hogy s helyett egy s’ = xss fiigg-
venyt tekintve a kettd azonos. Magyaran, az argumentumokra valé bontastdl eltekintve
mind a harom megoldas — lasd a (27), (46) és (65) képleteket, illetve az 6sszevont (69)
dsszefuiggéseket — azonos, és megegyezik a kiindul6 feladatot meghataroz6 6sszefiigge-
sekkel.

Az &llitas igazolasara tekintsik a

= %)

o (5.71a)

—-105 -



dr.Lamer Géza Azintegralhat6sagi feltételekrdl

g =P (%% %) o AP (X%, %)

2 x x (5.71b)
f, = %};‘2"3) (5.71c)

~-megoldast”. Helyettesitsiik be az integralhatdsagi feltételekbe.
@) b S S 572
2o SR 579
2.9) %E‘i%ﬂ%% xlxs%gz%% (5.74)

Mindharom azonosan teljesdl.

Az, hogy ez tautoldgia, vagy tétel, annak elddntésével nem kivanunk foglalkozni.
Ugyanakkor a formalis logika szerint (72-74) igazolja, hogy az elvégzett szdmitasok alap-
jan eldallitott (69) tablazat helytallo.

Termeészetesen felmer(l az a kérdés, hogy &ltalaban igaz-e, hogy az ertelmezd egyenle-
tek kielégitik az integralhatdséagi feltételeket, vagy ez csak jelen, egyedi esetben &ll fenn.
Ezzel a kérdéssel, pontosabban ennek egy gyengitett valtozataval a 6. pontban fogunk
foglalkozni. Ezen talmenden, ismerve az f; fliggvények szerkezét, most mar feltehetd az a
kérdés is, hogy létezhet-e valamilyen kapcsolat az f; flggvények kozott, ha igen, akkor
milyen, illetve a kapcsolatnak milyen kovetkezménye van, vagy lehet, ha nem, akkor miért
nem. Erre a kérdésre a 7. pontban tériink vissza.

Ezeket megeldzBen megvizsgaljuk, hogy vajon az elallitott 1-7. részmegoldasokra
vonatkozik-e az altalanos megoldas szerkezetére tett fenti allitas, illetve, hogy vajon flg-
getlenek-e a harom teljes megoldastol, vagy sem. Ez utobbi esetben az a kérdés meril fol,
hogy mi is a kapcsolat az altalanos és a részmegoldasok kozott.

Egyes részmegoldasok esetén viladgos, hogy a szerkezetiik rendelkezik a (70), vagy (71)
alatti megoldas szerkezetével, mas részmegoldasok esetén, ha nem is azonnal nyilvanvalo,
de megmutathatd, hogy a szerkezet megegyezik a fentebb emlitettel. Ennek részletes iga-
zolasatol eltekintlink. Viszont részletesen megmutatjuk, hogy az egyes altalanos megol-
dasbol milyen fliggvényvalasztassal nyerjik az egyes részmegoldasokat. Ezzel egyrészt
igazoljuk, hogy minden részmegoldas valamelyik altalanos megoldashdl eldallithato, méas-
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részt igazoljuk azt is, hogy a szerkezet megegyezik az altalanos megoldas szerkezetével.

A kapcsolatot tablazatos forméaban adjuk meg.

Az egyes altalanos megoldasokbol a kovetkezd részleges megoldasok vezethetok le.

1T 2T 3T
600 | Faox) | 600 | Fux) |G:06) Fa (%, %,)
1 4 2 2 o)
11| - - - - %, |- CEL- % x+2% 3
€5 2T o
12. e% - éz e°/x | - éz e e%/xs 17, - 12 e%' *
2 2 2 2 2 2
2 1 Fz (Xz) sz(Xs) Fz (Xz) Fs(xs) Fs(xs) Fz (Xz)
3 3 3 3 3 3
3| R(x) F(%) 1 F06) %, (%) | Fy(x,) F.(x)
4
4, - - - - 1 FlZ(Xl’XZ)
4. 4 ﬁ‘ X2
exp| - B - 1 - Ce?
4 ) 4
. - C,P?/2- C, xR
pol |~ B - - ! ! 2
+C,%- C,P
40.| g F F
| Fi(x) 1 1 F(x) 1 F(x)
a1 a1 % ‘" 41 41 «
| R(x) e e F.(x) 1 F(x)e*
X 42 42 % X
42 ez F, (%) F, (%) e? 1 e’ '4:22()(2)
43 ‘43
43, - - - - 1 F(%)% - cR(x)%dx
44 > - -
. 1 F,(%,) F,(x,) 1 1 F, (%)
51 X, « 51 51
SLIF(x) | €/% et FO)/% | 1% F.(x)e®
X 52 52 x° 1/ x° 5
52. e? F, (%) /% F, (%) e? /x % e? F,(x,)
53 ‘53
53.| - - - - WX | F(x)% - ¢R(x)xdx
5 54 W
54.1 1 | (R0G)M/X% | (RO, [ 1% 1% CF(x)dx,
Ge % L - X, % el 6l - iz_x
exp|e” e | €T R0G) | €T e R RO e
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2
6e 6 g8 x> 0
- - _ _ X |-CGl-1)2-x%/2
pol X, g( )~ Xza
2 .-
7 & 0
|- - - R G

Megjegyezzik, hogy az argumentumok szerkezete miatt nem minden részmegoldas
allithat6 eld minden altalanos megoldasbol.

Itt r& kell arra mutatni, hogy az 6sszes részmegoldast, illetve azok 6sszes részeét sikerilt
eldallitani a harom teljes megoldashdl.

Ez azt jeleneti, hogy egyrészt a részmegoldasok valdéban részmegoldasok, masrészt,
hogy a részmegoldasok is rendelkeznek az altalanos megoldast jellemzd (70), vagy (71)
osszefuggeéssel kifejezett tulajdonsaggal, azaz bels6 szerkezettel. Ennek kapcséan csak arra
utalunk, hogy végil is ugyanazt a differencialegyenlet-rendszert oldottuk meg, azaz az
,»,azonossagok” ebbdl adddnak.

5.6. Azf;flggvények alapjan az s fliggvény eldallitasa
Az &ltalanos megoldasok esetén az s fliggvény elballitasa trivialis. Ezért itt csak meg-

adjuk az s fliggvényeket.

1. Tipusi megoldéas

1 1

S =% Fy(%, %) 6, (%) - (5.75)
2. Tipust megoldas

2 2

S =% Fis (%) %G, (%,) - (5.76)
3. Tipust megoldas

3 3

S =% Fi (%, %) %65(%) - (5.77)
A (71) alatti megoldéas

S =XF (%, %, %). (5.78)

A megoldésokrol mondott jellemzést az s fliggvények aldtdmasztjék.
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6. A MATEMATIKAI HATTERROL

A kapott eredményeket alapvetden trividlisnak kell nevezni: a harom teljes és a sok
részleges megoldas semmiben sem kiilonbozik, mint az (2.1-3) dsszefuiggés. Masképpen
megfogalmazva, altalanos elvként semmiféle megszoritds nem irhat6 fel sem az s, sem az f;
fuggvényekre kilon-kulén, minddsszesen az a trivialis tény, hogy s és az f; fuggvények
kozott alljanak fonn a (2.1-3) osszefliggések.

Felmeril a kérdés, hogy vajon a kapott eredmény minek a kdvetkezmenye. Az triviélis,
hogy a (2.1-3) 6sszefliggéshdl nyert (2.7-9) egyenletet a (2.1-3) dsszefiiggés kielégiti (lasd
az (5.72-74) osszefliggéseket). Vajon ez maganak a (2.1-3) dsszefuiggés specialis alakjanak
a kovetkezménye, vagy esetleg altalanosabb feltételek mellett is ugyanerre az eredmeényre
jutunk?

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk az (2.1-3) 6sszefliggésnél altalanosabb dsszefliggések
esetét.

6.1. A feladat megfogalmazasa
Tekintsik a

i = & rve (6.1)

egyenletet, ahol i = j = 1,2,3. A tovabbiakban az i-re és j-re vonatkoz6 megszoritast csak
akkor irjuk ki, ha az itt megadottnal szkebb értelemben kivanjuk alkalmazni.
Ebbdl kifejezziik az s parciélis differencialhanyadosait:

ﬂﬂ_): = [aij]-l[ fil=Aif. (6.2)

Természetesen feltesszik, hogy az [a;j] egyutthatomatrix invertalhato.

A tovabbiakban az [A;j] matrix egyes sorait a [Aqj], [Aj] és [Asj] szimbolummal jeldljuk,
sorvektorként kezeljuk.

A (2) egyenlet integralhatdsagi feltételei a kovetkezok:

1 1
_ f.1=— I f. ,
A=A ] 630

1 1
0 Mf1=— M f. ,
SIA] = A ) (6:30)
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)l )l
—I[A I ]1=—T[A 1[f.].
pc 1= g TATLE)] (630

Amennyiben az [Ajj], azaz a [a;] tetszdleges, Ugy a (3) egyenlet tartalmazza mindharom
f; fuggvény mindharom parcialis derivaltjat. A kilenc mennyiséghdl csak hadromra nézve
lehet integralhatosagi feltételt felirni. Pontosabban fogalmazva, kivalasztva egy fuggvényt

— legyen f; —, annak harom parciélis differencialhdnyadosa kifejezhetd a (3) 6sszefliggé-

sekbdl.
A AR = A LA (6.42)
o L N G L] (6.4b)
A S G EE R 7% S} (6.40)

ahol itt és a tovabbiakban k = 2,3. A csokkentett méretll sor- és oszlopvektorokra a szoka-
sos [.]-es jelolést alkalmazzuk, a méretet az index adja meg.
Amennyiben az A;j mennyiségek az x valtozok tetszdleges fliggvényei volnanak, ugy a
(4) egyenleteket nem lehetne integralhatosagi feltételként hasznalni, mivel
9 |l

forhn! =

tipusu kifejezéseket kapnank. (Itt mindharom index az 1, 2 és 3 értéket veszi fel, pe q, ésr
szerint nincs 6sszegzés.) Ebben az esetben a (4) egyenleteket az

Te_ )l il
f1+F1(X11X21X3)E fl_G1(X11X21X31ﬂ_Xj fz,ﬂ_)(j f3), (6.6a)
T._ )l )l
f1+F2(X11X21X3)E fl_Gz(X11X21X31ﬂ_Xj fz’ﬂ_)(j f3), (6.6b)
£+ By (%0, %) o, = Gy (%, %, X b £, 1 1) 6.6
1 sxixzxsﬂxsl s)ﬁxzxsﬂxzﬂxs (6.6¢)
j ]

alakba kellene atirni. Ez egy-egy kozonséges differencidlegyenletként lenne értelmezhetd,
amelyek megoldéasainak azonosnak kellene lenne, mivel ugyanazon f; fliggvényrdl van sz6.
A héarom kiilonb6zd megoldast ugyanazon f; fliggvényre dsszevetve lehet most mar az a

i f, ésa i f, mennyiségekre nézve gsszefliggest felirni. Ezt az utat mellézzik. E

1, x
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helyett megvizsgaljuk azt az esetet, amikor az A;; egyitthatok konstansok.

6.2. Konstans egyitthatok esete

Tehét tekintsuk az Ajj egyutthatokat konstansoknak! Rendezziik az (4) egyenletet az f;
fuggveny parcialis differencialhanyadosaira nézve! Az atrendezés kdzben megvéltoztattuk
a (4) egyenletek sorrendjét: az elsé helyre a (4b), a mésodikra a (4c) a harmadikra a (4a)
kerllt. Tovabba, az attekinthetdség kedvéért, a parcidlis differencialast a ~; szimbolummal
jeloljuk.
Ay A W HT A, [AL,
8 A - Augdl: frg= AT - TAIf] G (6.7)

A A Bem. f.8 &AM fI- [AILT. 1§

Az egyutthatomatrix determinansa nulla. Amennyiben a sorok lineérisan dsszefuggok,

> (D> (D~

ugy az egyik parcialis differencialhanyados kifejezhetd a masik kettd segitsegével.
Vegylk észre, hogy a (7) jobb oldala azonos szerkezettel bir, mint a bal oldala. Neve-

zetesen:
- Ay A21 Ueﬂlf u e - A, Azz uéfl, 1, f u é - Ay A el fs u
U e u u_
ueﬂ flu e eﬂ fzu e - As@gﬂzfsq_o- (6-8)
A H@ﬂs f.§ Azz A, H@ﬂs .8 Azs Ay BeTs f: 8

Mivel mindharom egyutthatdmatrix azonos szerkezettel bir, ezért azonos médon fligg-
nek dssze: az elsd sornak az Air-vel, a mésodik sornak az Aix-vel, végil a harmadik sornak
az Ais-vel vett szorzatat 6sszeadjuk, akkor nullat kapunk az f; fliggvény egydtthatomatrixa-
nak.

Rendezzilk az egyenletet pl. f; derivaltjaira. Ekkor egy olyan egyenletet kapunk, amely-
ben csak f, és f; derivaltjai szerepelnek, és a linearis kombinécidjuk nulla. Egyel6re, a
részleteket melldzve, egy

Bu%fﬁszzﬂxszﬂ f+a3 f+823ﬂxzf+833 £=0  (6.9)

tipusa egyenletrdl van szo.

Két lehetBség van. Az egyik, hogy a fliggvények lényegiben kilénbdznek egymaéstol,
ekkor az egydtthatoknak kell zérusnak lenni, azaz a (8) egyenlet ha&rom matrixa csak egy-
egy aranyossagi tényezdben térhet el egymastdl. A masodik lehetdség, hogy az egyes fi
fuggvény parcidlis derivaltjaik azonosak, ezért a (9) egyenletben az egyes Bj; egyutthatok
0sszege kell, hogy zérussal legyen egyenld. Mivel a Bj; egyutthatok fliggetlenséget tételez-
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zuk fel, azért alapvetden a valasztas a kovetkezd: két fliggvény két megegyez6 parciélis
derivéltja legyen azonos, a harmadik parcialis derivalt a masik fuggvény harmadik parcia-
lis derivéaltjaval egyezzen meg. PI.

1 1

—f,=—f,, .
™ 2 ™, 2 (6.10)
1 1

—f,=—1f,, .
™ 3 ™, 3 (6.11)
1 1

—f,=—f,.

™ 2 ™ 3 (6.12)

Ha a megoldast dsszegalakban keressiik, akkor az els6 két egyenlet szerint f, és f3 x;-ben

és Xp-ben linedrisak, mig a harmadik egyenlet szerint xs-ban meg megegyeznek. Mivel (9)-

cel analdg egyenlet irhato fel az f; és fp, valamint az f; és f3 parosra, az deril ki, hogy a
harom f; figgvény egy fuggvényre megy vissza:

== =0 +%)9(x). (6.13)

Ha a megoldast szorzatalakban keressik, akkor annyi valtozéas van, hogy az els6 két

egyenlet szerint f, és f3 x;-ben €s xp-ben exponencidlis. A tébbi megjegyzés most is all,

tehat a harom f; fliggvény ez esetben is egy fliggvényre megy vissza:
fi=f,=f,=e""g(x). (6.14)

Ez két dolgot jelet: az egyik, hogy nincs harom f; fliggvény, hanem csak egy, és az két
valtozdjaban meghatéarozott. Ekkor mar maguknak az A;j egyltthatoknak a szerepe meg-
szlnt. Ezt a megoldast nem tekintjuk kelléen altalanosnak. Mint az kés6bb megmutatjuk,
ha harom f; fliggvény helyett egy fliggvényt valasztunk, akkor 6sszegalakban csak a valto-
zOk linearis kombinécidja, szorzat alakban pedig csak az exponencialis fliggvény véalaszt-
hatd.

Megjegyezziik, hogy igaz, hogy a (9) egyenlet feliras esetleges volt, de barmely mas
derivaltra vonatkozd kombinaci6 a mésik két valtozora nézve adja meg ugyanezt a feltételt,
tehat végeredményben ugyanazt a tényt, hogy a harom f; fliggvény helyett csak egy
valaszthato.

Térjunk vissza az elsd lehetdségre. Ez az, hogy az [Ajj] egyutthatomatrixbol alkotott, a
(8) egyenletben szerepld aszimmetrikus matrixok linearisan 0sszefliggdk. A részleteket
mellGzve, egy lehetséges matrix a kdvetkezd:

-112 -



dr.Lamer Géza Azintegralhat6sagi feltételekrdl

1 oA el d A Dy
N I
63 37917 - A; Op 30
ch A MUEAAE M oAU (619
g ALS AL3A21 AESH (A&s) g_ A21 ﬁ@
e a e Az b

ahol a gdmboly( zardjelbe tett mennyiségekkel kell a jobb oldalon a matrix vonatkoz6
sorait szorozni. Ez viszont azt jelenti, hogy a kiindul6 (2) egyenletrendszeriinkben csak egy
fuggvény szerepel kétféle egyutthatoval. (Ugyanoda jutottunk, mintha fi-re tettink volna

feltevést!) Részletezve:

s _

™ =1, (6.16a)
1?—)(52 =c,f, (6.16b)
1?—: =Gf. (6.16¢)
Az integralhat6sagi feltételek
% =G, % , (6.17a)
cz% = cs%, (6.17b)
G % = % : (6.17c)

A (17) egyenletrendszer megoldasa a lineéris, illetve az exponencialis fuggvény; azaz

C%lX1+CgZX2+83X3, (6'18)

illetve

0 0 0

e(:l X +Cy X, +C3 X3 ) (6 19)
Megmutathatd, hogy mindkét fliggvényre az integralhatdsagi feltételek
0
C,=c,C,, (6.20a)

0 0
C, C3 =c, C2 , (6.20b)
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0

0
c,C, =C,. (6.20c)

Mivel a harom egyenlet linearisan 6sszefliggd, ezért a 2. és 3. egyltthatot kifejezzik az

elsovel
0 0
C2 = C2 w (6213.)
0 0
C,=¢,C,. (6.21b)
0
Az altalanossag megsertése nélkil a C, -t valaszthatjuk egynek.
A két megoldas
F=x+0% +0x, (6.22)
f = ureetes (6.23)
A két megoldashoz meghatérozzuk az s fuiggvényt.
A polinomiélis megol dashoz tart6z6 s fliggveny
A (16) egyenlet alapjan meghatarozzuk az s fliggvényt.
3 —i 0% + X%, (6.242)
S, = %X, + G, X2 L%, (6.24b)
XSZ
R R (6.24c)
ahonnét
2
ss—xl—+c2x1x2+c3x1x3+cz X2 +eCxK T (6.25)

Az exponencialis megoldashoz tartézo s fliggvény
A (16) egyenlet alapjan meghatarozzuk az s fliggvényt. Mivel az i-edik parcialis derivalt

esetében az f fliggveny szorzdja megegyezik a kitevdben 1évo i-edik valtozd szorzdjaval,

azért
S=gureetes (6.26)

A megoldas és a megoldand6 egyenlet struktdrajanak az azonossaga a konstans egydtt-
hatdk esetén is fennall.
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Mivel az eredeti feladatban az egyutthatok valdjaban egydtthatofiiggvények, és arra az
esetre is sikerllt az egyenletrendszert megoldani, ezért megvizsgaljuk azt a kérdést, hogy
milyen feltételeknek kell fennallniuk az [Ajj] egyutthatomatrixra nézve, hogy a (2) egyenlet
integralhato legyen. Ezt vizsgéljuk meg a kovetkezd pontban.

6.3. Azintegrélhatésag feltétele az egyttthatdkra nézve
A (7) egyenlet helyett most a

(Aé -TAL 1A l;léf u éﬂz[%k][f I- ﬂS[AZk][f ]l:l
gﬂl%l ﬂsphﬁflu eﬂs[pik][f 1- LA, ] (6.27)
g LA TA ey ELIAIf]- LIAJIL ]H

egyenletet kell vizsgalni. (Az egyenletben a differencidloperator az Af kifejezés egészére
hat.)

Ahhoz, hogy elkerlljuk az f fliggvény megjelenését — lasd a (5) 0sszefliggés kapcsan
tett megjegyzéseket —, az szukséges, hogy az egyes Ajj egyltthatok nem tetszbleges, hanem
rogzitett médon fuggjenek az x valtozoktol. A (27) bal oldalén kiirtak alapjan, figyelembe
véve, hogy a jobb oldal a bal oldallal analog szerkezetbe irhato, az Ajj egyltthatok a kovet-
kezd modon fligghetnek az x; valtozoktdl (lasd a (8) dsszefliggést):

A =A%), (6.28a)
A =A%), (6.28b)
A=A (%) (6.28c)

Ez azt jelenti, hogy a (2) egyenlet az aldbbi alakd

1?: A(x) f (6.29)

Az integralhatdsagi feltételek lehetdvé teszik, hogy egyértelmden fejezzik ki az egyik fi
fuggvény két parcidlis derivaltjat a harmadikkal. Valasztjuk az f; fliggvényt, és az X,
illetve az xs szerinti parcialis derivaltjat fejezziik ki. Ekkor az alabbi egyenleteket kapjuk:

All(xl)_ = A, (%) ﬂXll +ﬂ_(A22 (%) f, + Ag(%) f5) - 1)1(2 [A. (%) f, + As(%) ;1. (6.30a)

T, _ T, T T
Al(xl)ﬁ Ay, (%) x + i (A, (%) T, + Ay(x) 5) ix [A,00) f, + A () f;]. (6.30b)

Integralva (30)-at, a kdvetkezd két dsszefuiggest nyerjik:
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A () f+ A, 00) T, + Aj(0) fy = % AA0R) fi+ A, (6) T, + As() f)dx, (6.31a)

AL () f+ A, 00) T, + Aj(0) Fy = % A f+ A (6) F, + A (6) f)dx, . (6.31b)

Ennek az integralhatdsagi feltétele éppen (3c). Azaz visszakaptuk az eredeti egyenlet-
rendszert. Ezen az Uton az f; fuggvényeket meghatarozni nem lehet.
A tovéabblépéshez ,,bazist” valtunk. Ne az f; fliggvényeket tekintsik adottnak, hanem a
Fi=Af. (6.32)
fuggvényeket. Ekkor a megoldand6 egyenletrendszer

s _
" F. (6.33)
]

Ez esetben a (33) integralhat6sagi feltétele a kovetkezo

l l

—F=—F,, .

™ 1 ™ 2 (6.34a)
l l

—F,=—F,, .

™ 2 ™, 3 (6.34b)
l l

—F=—F.

™ 3 ™ 1 (6.34c)

Ennek a megoldasat 6sszeg és szorzatalakban keressik.

Az Osszegalak alapvetBen a valtozok linearis kombinacidjara vezet.

F, = F(6) + G, +Cox, (6.35)
F,=Cox +F, () + Cx, (6.35b)
F =Cx +Cx, + |§3(X3) : (6.35¢)

Ez persze azt jelenti, hogy az f; figgvények eggyel egyenldek, és az A;j egyitthatokat
hataroztuk meg. Mint az a (35)-bdl leolvashato, az A;j egyitthatok a (28)-cal 6sszhangban
vannak.

Innét az s fluggvény

0 0 0 0
$=CuxX, +Cyx X + CX, +5/(X) +5,(X,) +5,(%;). (6.36)

A (34) megoldés szorzatalak esetében az F; fliiggvények harom egyvaltozds fliggvény
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szorzatakent allnak eld ugy, hogy az i-edik fliggvény az i-edik valtozé szerint differenci-
alva van. Képletben:

1

_dR(x) & L

Fl - Xm Fz (Xz) Fs(xs) ' (6.37&)
_F dF,(x) 2 37h

F, =FR(x) ix, F (%), (6.37b)
2 dR()

Fs - Fl(xl) Fz (Xz) dXS . (6-37C)

Az f; fuggvenyek meghatarozasa az (32) invertaldsaval torténik, emlékeztetiink arra,
hogy A az ainverze:

[fi]:[Aji]-l[Fj]:[aij][Fj] . (6.38)
Végll az s fuggvény
5= F,(%) (%) Fy (%) (6.39)

A nyert eredménybdl vilagos, hogy az A;; egyutthatokra kirétt kovetelmeny alapvetden
nem mozditotta el6 a megoldast, hiszen végul is az s fliggvény meghatarozasanal egy
tovabbi feltétellel kellett élni. Ez viszont ramutat arra, hogy az Aj; egyutthatofliggvények

tipusatol fliggetlendl is meghatarozhat6 az s fuggvény. Ezt a kdvetkez6 pontban mutatjuk

meg.
6.4. Tetsz0leges egyutthatofliggvények esete
Tekintsik a
s _
ﬂ_Xj_Aji (%, %, %) f;. (6.40)

egyenleteket, ahol, mint az a (40)-bdl kitdnik, az A; egyltthatok legyenek az x valtozok
tetszdleges fliggveényei. Vezessik be a

FJ. = Aji fi . (6.41)
fuggvényeket. Ekkor a megoldand6 egyenletrendszer

E:F

x i (6.42)

Ez esetben a (42) integralhatdségi feltétele a szintén (34) (itt mar nem jatszik szerepet,
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hogy az Ajj egyutthatok minek is a figgvényei). Természetesen a megoldast dsszegalakban
a (35), szorzat alakban a (37) adja meg. Osszegalak esetén az f; fiilggvények eggyel
egyenldek, és a (35) a lehetséges Ajj egyltthatokat értelmezi, szorzatalak esetén az F; fugg-
vény felirdsa utan az f; fuggvényeket (38) alapjan kell meghatarozni. Az s fliggvényt a
(36), illetve (39) adja meg. A képletek ismételt kiirasatdl eltekintiink.

6.5. Kovetkeztetések

A kapott eredmény fényében a kdévetkezok mondhatok.

A vizsgélt elsdrendd, parcialis differencialegyenlet-rendszer megoldasat vagy 6sszeg,
vagy szorzat alakjdban allitottuk eld. Az 6sszeg alak esetén valojaban harom kdzonséges
differencialegyenlet-rendszerre esik szét, a csatolas csak a linearis tagokon keresztil valo-
sul meg. Szorzatalak esetén a helyzet anal6g: harom kdzdnséges differencidlegyenlet-rend-
szerre esik szét rendszer, csak a megoldas nem linearis kombinacio, hanem szorzat alakd,
az egyes F; fuggvények x szerinti differencialasban kilonbdznek egymastol, bar az f;
fuggvények mar fliggenek az eredeti egyenletrendszer egyutthatdinak szerkezetétdl is. Ez a
csatolas ,,szoros”-nak nevezhetd.

Ezen belll a valasztott fliggvényszerkezetnek (6sszeg, vagy szorzat) megfelelden az s
fuggvény szerkezete megfelel (azaz vagy 0sszeg, vagy szorzat). Ez az eredmény fliggetlen
attol, hogy hogyan valasztjuk meg az f; fliggvényeket, hogy hogyan véalasztjuk meg az Ajj,
azaz az a; egyutthatokat. (Annyi kikotést kell tenni, és hogy az [a;] matrix invertalhato
kell, hogy legyen.) A trivialitdsnak nem az az oka, hogy az f; fliggvények egyutthatdit spe-
cialisan vélasztottuk meg, hanem az, hogy az egyenletrendszer s elsdrendl parcialis deri-
valtjaira rendezhetd.

Ezen eredmeény fényében a tanulméanyban a kit(z6tt feladat integralasakor elért eredmé-
nyek helyesek, hiszen azok szerkezete megegyezik az (37), (38), valamint (39) alatti 6ssze-
fuggések szerkezetével. Egyuttal igazolja azt a hozzaallast, hogy nem az f; = « o(f,,f,) 6sz-
szefliggés lehetBségeit kell elsddlegesen keresni, mivel a differencidegyenlet-rendszer
strukturgja meghatérozza mind az f;, mind az s flggveény szerkezetét. Csak ezen szerkezet
ismeretében lehet af; =« o(fy,f,) tipust kapcsolatokat vizsgalni.
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7.AKITUZOTT FELADATROL
7.1. Megjegyzésa ciklikussagrdl
A pdyézati kiirdsban afeladat pontos megfogalmazésa igy hangzik.
,Adjon dtalénos feltételeket sre, amelyek mellett létezik F,:R*® R gy, hogy

f,=F,0(f,f,), vagy hasonl¢ dsszefliggés &l fenn az indexek ciklikus permutacidja ese-

tén.”
A feladat alapbsszefliggései:
f, = 1}1—2 , (7.1)
fy= %ﬂﬂ—z (7.3

A feladat nem rendelkezik ciklikus permutacios tulajdonsaggal. Felirunk egy ciklikus
Osszefliggést, amely taldn a legszikebb és talan a legkozelebb Al a kit(zott feladathoz. (A
ciklikus Osszefliggések kozé tartoznak a foatlobeli elemek, amelyeket vagy szorzunk a
vonatkozé valtozéval vagy nem, a szorzétényezdk lehetnek més fliggvények is, stb.)

s s
F =xf, = i =
=1, e (7.4
S S
SR B | -
S S
F3:X3f2:11]1_xl+x11?7 - (7.6)
2

Ezek alapjan |&thatd, hogy a kiirt feladat valéban nem rendelkezik ciklikus tulajdonsa
gokkal. Ebbdl persze nem kovetkezik, hogy ne lehetne ciklikus megoldasokat talani, de,
ismerve az (1-3) egyenlet atalanos integrdljait, kijelenthetd, hogy nem val6szind ciklikus
megoldas.

Azt is meg kell jegyezni, hogy a (4-6) Osszefliggés esetén az s flggvény parcidlis deri-
vdtja ugyan ciklikus (szimmetrikus) forméaban, de kissé dsszetettebb alakban nyerhetok:
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E — Fz - X3F3 +X3X1F1

ix; 1- XXX (7.7)
E — Fa - X1F1 + X1X2F2
ﬂXz 1- X X% ’ (7.8)
E — F - X%F, + XXF
™ 1- %% (7.9)
Az integrdhatoség feltétel formdisan felirhatd
s T F-xR+xxk _ 1 K- xF+xxF
P - ' (710)
%, 91%, X, 1- XXX ix; 1- XXX
s I F-xR+xxF _ 1 F-XF+xx5
—_— =— (7.11)
%1%, X, 1- XXX X, 1- XXX
s T R-xE+xX%E _ 1 F- 5K +XxF
o - ' (712)
%, 91x, ix; 1- XXX X, 1- XXX

de mar ennek kifgjtésre sem valalkozunk, a megoldasardl nem is beszélve. (Megjegyez-
zik, hogy a matematikai héttér ismeretében nem biztos, hogy ez a kdvetendd Ut, pontosab-
ban biztos, hogy nem ez a kbvetendd (t.)

Veégul utalunk, arra, hogy a kit0zott feladat rejtetten rendelkezik egyfajta ciklikus

szimmetriaval.
Tekintsik a (2.7-9) egyenleteket.
1 1
— (X, f, - f.)=—x,f,,
™ (% f; - %% 15) ™ X313 (7.13)
1 1
— X f,=—f,
™ X313 ™, 1 (7.19)
1 1
E f, = E(Xa f,- x%1,). (7.15)
Vezessik be a kovetkezd jel 0l éseket!
f=xf,- xxf,, (7.16a)
f, =%, (7.16b)
f=1,. (7.16c)

Ekkor a (2.7-9) egyenlet ciklikus szimmetriaval rendelkezd formét olt.
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T_T¢
—f =—f, .
% 1 ™ 2 (7.17)
T_9¢
—f,=—1,, ,
R v (7.18)
T_1T¢
—f,=— 1.
™ 3 ™ 1 (7.19)
Megjegyezzik, hogy ennek az egyenletrendszernek a megoldasa:
_ dE(x)~
fl = % Fz(xz)Fs(Xs) ' (7.20a)
_ _ dE(x) —
f,= Fl(xl)% F5(%), (7.20b)
X2
o =NE dF,
L=RO0R00 T3 (7.200

A (16) inverzébdl meghatérozhato fi-re az atalanos megoldas. Ez természetesen anal 6g
a korabban megtaldt dtaldnos megoldésokkal, illetve a (6.37) megoldassal.

7.2. A kitOzott feladatrél, azaz a f, =F,o(f, f,) 0sszefliggés-
r Ol
A pélyazati kiirasban a feladat pontos megfogalmazésa igy hangzik.
,Adjon dltalanos feltételeket sre, amelyek mellett Iétezik F,:R*® R gy, hogy

f,=F,0(f,f,), vagy hasonl¢ dsszefliggés dll fenn az indexek ciklikus permutécidja ese-
tén.”

A tovébbiakban a mérndki gyakorlatban megszokottabb

f3 = F3(fl’ f2)

(7.21)
jelolést akalmazvafelirjuk az (2.7-9) tsszefluggést.

ety  TFs T TF S T, _ TxFs IIf, | TIXF, fif, (7.22)

1, T, 1% ", ™% M W% 1, X '

ﬂX3F3 ﬂfl ﬂX3F3 ﬂfz — ﬂfl

F,+—23_Lt4-2 3" 2-_"1 .

U, % T, % T (7.23)
oty g o TFs T TXF, T, T

™ L] ", T, ﬂXl (7.24)

Formdisan harom ismeretlenhez — F ,, f,, f, — harom egyenletink van. Ahhoz, hogy
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valami értelmeset Iehessen kihozni belble, be kell vezetni egy f,=F,(f,f,) ,tipusd”
jelolést, amikor is az eredeti egyenlettel fogunk tovabb dolgozni. Azt pedig végig vizsgdl-
tuk.

Tekintsik a (2.3) dsszefliggést, és helyettesitsiik bele a (21)-¢t:

1 Ts _ aeﬂs s X‘ﬂsQ

—3. 7.25
X3 ﬂxz gﬂxa X, ﬂxz @ ( )

Ez egy egyenlet két ismeretlennel, Gnmagaban megol dhatatlan.

Ugyanakkor lathat6, ha a (21)-ben adott az « 3 6sszefliggés, akkor (25) egy parcidlis dif-
ferencidlegyenlet az s fliggvényre nézve, azaz elméletileg van lehetbség arra, hogy meg-
oldjuk.

Az dtalanos f, = F ,(f,, f,) flggvény helyett valasszunk valamely konkrét, lehetbleg
egyszerl kapcsolatot.

Tekintsiik alinearis kombinaciot!

f,=af +a,f,, (7.26)
Behelyettesitve (22-24)-be.
%Tf- xlxaai:glz &xaazﬁ—fal 311(2 azxak, (7.27)
af +af, +a1x3:1]xz+a2x3:]1x3 1111:( (7.28)
11;3_)(:2_ x(af +a,f,)- xxa “||11x3 - XX, 'ﬁxa :11; (7.29)

Vaamivel egyszerGbb és elegdnsabb, mint a (22-24), de megoldasa nem tlnik egy-
szer((bb)nek.

Az (25) dapjan elindulhatunk egy masik aton. A (2.3) dsszefliggésbe helyettesitsik be
(26)-ot, majd hasznaljuk (2.1,2) 6sszefliggéseket.

119s fis 19s X Ts
=Pt caf+af,=a >+
X 1% =antal 31.”)(3 azxg‘ﬂxl a2X3‘ITX (7.30)

Ekkor s-re nézve kaptunk egy parcidlis differenciaegyenletet.

fs . 19, ax-11s _
ot = =0, 7.31
o T % T (730

Az X3 valtozoban s-nek olyannak kell lennie, hogy mind a differencidlas, mind az osztas
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ugyanarra a fliggvenyre vezessen. Ez alineéris fiiggveny. K dvetkezésképpen:

s= g(xl, X,) % - (7.32)
Ekkor (31) alakja
3 3
%&&Mg+%ﬂ5%5244%&-nl%%ﬁﬁzo. (7.33)
2

Mivel fs-at fegleztik ki, mint a masik kettd dsszegét, azért s x,-szerinti derivatja nem
lehet nulla. Ekkor az x, valtozdban s-nek olyannak kell lennie, hogy a differencidlas utan a

flggvény ne véltozzon meg. Ez az exponencidlis flggveny. Kovetkezésképpen:

3
s4.%) | g(xl, x,) =0. (7.34)
X,
5= ()€ x,. (7.35)
Azaz
1
1 S 1
ast)+a, 10 @x- 9509 =0 (7.36)
Atrendezve
1
Msbo) _ax-1-agy, (7.37)
% &,
Integralva
TN S 7.38
s(x)=e? % . (7.38)
Az sfuggvény végsd alakja
xl2 : a1+lx1- X
S(X. %, %) =€’ X, (7.39)

Meghatérozzuk az f; mennyiségeket.

X ap+l X ap+l
27a o 2 e,
f=—¢e 2 X, =e 2 : (7.40a)
1 ™

& x° a+l x* a+l O X atl "

- X - Xp - X-Xp X - X- X a2 + (0]
fzzig’iez a, x3+)<1iez 2 X, =e? * gxl- a+l %=, (7.40b)

X g‘ﬂxl X, "a a, 2

- 123 -



dr.Lamer Géza Azintegralhat6sagi feltételekrdl

- X - %
faziiez % )(3:-62 8 . (740(:)
X3 1-[XZ
Ellendrzés

&2 a +10
a+ap 2 T2=1, (7.41)

QB g

ami teljestl.

Matematikai szempontbdl taldltunk az
f,=af +af, (7.42)

feltétel mellett egy s flggvényt, ez a

xl2 a +1

S(Xl,XZ,X3) =) 2 a, v 2X3. (743)

(Az, hogy ennek mi a mechanikai tartalma, az mas kérdés.)
A tovébbi vizsgdat elvi nehézségbe Utkdzik. Az a kérdés, hogy a (26) feltétel helyett
mit vegyunk. Harom tipus mutatunk be, természetesen ez csak a sgjét ,, sorozataik” elsd

elemel
fy = (ayx +a,X, +asx) f, +(a, % +a,X% +agXx)f,, (7.44)
fy=a,f +2a,f,f, +a,f,, (7.45)
1f, 1f, 1f, 6
—2 . 7.46
gan Xz ta,; ﬂX3 g gaZl T[Xl ta, ™, tay - ™ 5 g ( )

Abbdl, hogy a (42) feltétel (43)-re vezetett, nem lehet levonni, azt a kovetkeztetést,
hogy a (44), (45), vagy (46), vagy annal Osszetettebb feltétel mellett a (31)-gyel anadg
egyenletet ne lehetne megoldani, sem azt, hogy a megoldésa egyszerlbb, vagy Osszetet-
tebb. De ugy tanik, hogy nem lesz egyszerQbb. Talan azt az esetet kivéve, amikor (44)
tipusban Ggy hatérozzuk meg az a; (i =1,2, j = 1,2,3) egyutthatokat, hogy a differencia-
egyenletben csak néhany tag maradjon meg. Viszont a fenti levezetés felveti azt a kérdést,
hogy vajon nincs-e valamilyen elvart jellege az f; fuggvényeknek. Amennyiben van ilyen,
agy, inkabb arrdl az oldalrdl kellene megkozeliteni kérdést, semmint a fentebb ismertetett
eljérassal flggvények sokasagét kiprobalni.

A felvetett kérdés dtaldnos vizsgélatahoz az (5.71) tsszefliggesekbdl célszerh kiindulni.
Mivel az f; fuggvények kozott az (5.71) Osszefuiggéseknek fenn kell dlniuk, ez azt jelenti,

—124 -



dr.Lamer Géza Azintegralhat6sagi feltételekrdl

hogy ha van mas 6sszefliggés is az f; fliggvények kozott, akkor azt a

Ygﬂng (4.%6.%6) TF0OG%%) | SIF00.06.%) TF(06,%6)9_
%, T Tx, T o

(7.47)

alakba kell irni. Ez az aF flggvényre nézve egy differencidlegyenlet. Errdl a differencidl-
egyenletrdl semmit sem lehet mondani. Sem az, hogy integrdhatd, azaz, hogy F meghata
rozhatd, sem az, hogy nem integrdhatd, azaz, hogy F nem hatarozhaté meg (46) alapjan
nem eldonthetd kérdés. Magyaran kérdés sincs. Ennek oka egyszeren az, hogy a Y mi-
benléte sem vildgos: vaon flggvény, funkciondl, vagy operator, ezen belll algebrai,
transzcendens fuggveny, illetve differencid-, integrd-, vagy integro-differencia-operétor.
Mas szavakkal: a tanulmény elején messze elkerllt ad hoc modszer 1€ép elbtérbe, két
vétozatban is, amikor valamilyen mas fizikai, és/vagy matematikai meggondolésbol egy s,
vagyF flggvény, illetve Y ,operdtor” vaaszthato, akkor ezeknek atovabbi szikitése mér
megtehetd. Ami a tanulmanyban levezett dsszefliggéseket illeti, talan a részleges megoldé
sok érdeklddésre tarthatnak szamot, ha az egyes f; fliggvényekre vonatkozo korlétozés méar
més megkdzel itésbdl ismert.
A Kit0zott feladatra a valasz az, hogy
— azf; fuggvenyek kozott fenn kell allniuk egy (5.71) tipust 6sszefliggésnek,
— ehhez a (5.78) alatti s flggvény tartozk,
— ennek a matematikai héttere az, hogy az f; flggvenyeket egy s flggveény elsdrendd
parcidlis differencidljainak , linedris flggvénykombinacidjaként” éallitottuk eld,
— azf; flUggvények kozotti barminem( tovabbi kapcsolatot az f; fliggvényekre megadott
Osszefliggésekbdl levezetni nem lehet,
— az f; fuggvények kozotti barminem( tovabbi kapcsolat megadasa esetén az s fugg-
vénynek ehhez a kapcsolathoz tart6zo ,, egyedi” tulajdonsigai meghatarozhatdk.

7.3. A kontinuummechanikai hattérr ol

A kithzott feladat kontinuummechanikai hétterének a kovetkez6t tekinthetndk.

A fesziltseg aakvatozés Osszefliggést kétfelé megkozelités alapjan kétféle alakban
dlithatjuk el6. Egyrészt afesziiltsegi és az alakvatozas tenzor legétaldnosabb kapcsolatét
egy negyedrendl tenzorként foghatjuk fel. Ez esetben a negyedrend(l tenzonak 81 eleme
van. Ha a mésodrend(l tenzorok szimmetrikusak, akkor a 81 elem 36-ra redukdodik. Teljes
izotrOpia esetén a fliggetlen egyutthatok széma kettdre csokken. Méasrészt a fesziltségi és
az alakvdtozés tenzor kapcsolatat sorfejtést alkalmazva, akkor — figyelembe véve a
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Cayley—Hamilton-téelt — a feszlltségi tenzor az alakvatozés tenzor nulladik, €lsd és mé&
sodik hatvanyainak dsszegeként all eld Ugy, hogy az egyltthatok mar csak az alakvatozasi
tenzor foinvaridnsainak a flggvényei. Ekkor a flggetlen egyitthaték szama — a hdrom
Osszetevdnek megfelel6en — hédrom.

Megjegyezzik, hogy méar ez a megfogalmazas sem kellden kordltekintd. Ugyanis a
Cayley—Hamilton-téel azt mondja ki, hogy minden (négyzetes) métrix (némi lgyeskedés-
sel — tenzor) kielégiti a sgjat karakterisztikus egyenletét. Ennek az a kbvetkezménye, hogy
az n-edrendd (négyzetes) matrixnak az n rangjana magasabb hatvanya kifejezhetd a 0., 1.
... (n-1)-dik hatvanyéval. Ennek sorén az egyesi-edik (i = 0,1,2 ..n-1) hatvany egy(tthatdja
afoinvariansok flggvénye Azaz, ha sorba fejtlink egy matrixfliggvényt egy métrix szerint,
akkor nem szikséges végtelen szamu tagig elmenni a sorban, elegendd az elsd n tagot
megtartani. Viszont ez esetben mér az egyes i-edik (i = 0,1,2 ..n-1) hatvany egydtthatoja
mar nem (csak) a fdinvaridnsok fliggvénye, hanem attdl is flgg, hogy milyen fliggvényt
kozelitettiink. Azaz ataldnos esetben nincs jelentdsége, hogy az egyltthatok hogyan is
flggnek a métrix foinvaridnsaitol. Ezt elfedi a sorfejtés.

Visszatérve a kit(zott feladat kontinuummechanikai hatterére, a kérdés az az, hogy most
harom, vagy két paraméterrel lehet a legataldnosabban — izotrop anyagtulajdonségot fel-
tételezve — a fesziiltségi és az alakvaltozés tenzorok kapcsolatat jellemezni.

A vélasz az, hogy mivel a két feltevés fliggetlen egyméstdl, a kétfée feltevésnek meg-
felelden kettd, vagy hdrom paraméter szilkséges.

A bizonyitast melldzziik, de rdmutatunk a bizonyités menetére.

— izotrop anyagot feltételezve az €lsd vatozatban a potencidfiiggvény a (fesziltség)
tenzor fdinvaridnsainak kvadratikus alakjaitol fiigg; ebbdl kettd fliggetlen talalhato,
(1(A)?, 211(A))

— atenzor négyzetének a fbinvariansai egyértelmien meghatarozhatok a tenzor foin-
varidnsaival, (1(A%)=1(A)?- 21I(A), 11(A%) =11(A)?- 2II(A)¥(A), HI(A?)=
=11(A)?),

— izotrop anyagot feltételezve a mésodik valtozatban a potencidlfuggvény a (feszult-
ség)tenzor és négyzete fGinvariansainak kvadratikus alakjaitdl fligg; a négyzetes alak
miatt megjelenik egy harmadik fliggetlen kifejezésiis, lasd a 11(A?) kifejezését,

Rékell mutatni arra, hogy a kitOzott feladat két matematikal elv talalkozasabol sziletett:
az egyik a fesziltség-alakvaltozas dsszefliggésének matematikailag lehetséges legéltaldno-
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sabb kifejezése, mint két méasodrend( tenzor kozoétti kapcsolat a Cayley—Hamilton-tétel
fényében. A masik a feszllltségtenzor kifejezése az entrépia (szabad energia) derivaltjai
segitségével. Mindkettd matematikai konstrukcio. Nem létszik, hogy hogyan kapcsolodik a
fizikal jelenséghez, pontosabban az alakvatozashoz és a feszlltséghez. A tanulmanyban
elvégezett szdmitdsok szerint ez irdnybdl a fesziltség-alakvaltozés kapcsolatra nem fog

fény derdini.

8. OSSZEFOGLALAS

Jelen tanulményban az ETTE 1. sz. feladataval foglalkoztunk. Maga a feladat az egyen-
sllyi entrépia olyan aakjanak meghatarozaésa, amely lehetdvé teszi, hogy a feszlt-
ségtenzort az alakvaltozés tenzornak nem harom, hanem két féinvaridnsaval parametrizal-
hassuk. A tanulményban ezt a feladatot felvaltottuk az alakvatozas tenzor foinvariansai-
val parametrizalt f; (i = 1,2,3) figgvenyekre vonatkozd, mint az entropia egyértelma meg-
hatdrozasanak integrdhatésagi feltételeikent elddlitott, parcidis differencidlegyenletek
integrélésaval .

Az igy értelmezett feladat megoldasdhoz az integralason kivll a fliggvényegyenletekre
vonatkozd eljérésokat is fel kellett haszndlni. Ennek a keretén belll a figyelembe vett
fuggvények korét szOkitettik: csak dsszeg és szorzat alakban kerestik a megoldéast.

A tanulményban kitOzott parcidis differencidlegyenlet-rendszer megoldéasét tobb,
kilonféle szempont szerint dlitottuk eld. Ennek sorén az aldbbi eredményeket értiink el.

Meghataroztuk a vizsgalt differencidegyenlet-rendszer szabad integrdasi fliggvényeit.

Ertelmeztiik a részmegoldasok fogalméat, mint a vizsgélt differenciélegyenlet-rendszer
olyan megoldéasét, amelyben

— vagy nem harom flggetlen valtoz6 szerepel, hanem csak kettd (vagy egy),

— vagy nem harom ismeretlen fliggvény szerepel, hanem csak kettd (vagy egy),

— vagy ugyan szerepel mindhérom flggvény, de a harom fliggvény két csoportra esik

szét.

A részmegoldasokhoz meghatéroztuk a vizsgdlt differencidlegyenlet-rendszer atalénos
megol dasait.

Megkerestilk a vizsgdt differencidegyenlet-rendszer megoldésait egy- és kétargumen-
tumu fuggvények Osszegekent értelmezett egyedi bézisvélasztassal. Kulon vizsgdltuk azo-
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kat az eseteket, amikor a bézisfiiggvények xs-mal osztva vannak.

Meghatéroztuk a vizsgalt differencidegyenlet-rendszer dltaldnos megoldésait, mint két-
és egyargumentumu fliggvények szorzatait.

A fenti harom feltétel mellett teljes megoldast adtunk. A megoldésokat a lehetd legalta
ldnosabb formaban adtuk meg. Ugyanakkor az integrdés soran meghataroztunk néhény
konkrét algebrai fuggvényt is, mint partikuléris megoldast.

Egy példan megmutattuk, hogy az egyenletrendszer egy részének létezik megoldasa a
hatvanyflggvények korében (is).

A nyert megoldasokat megvizsgdlva megdllapithatd, hogy azok koz6tt nincs olyan szer-
kezet(, amelyben egy f; fuggvény kifejezhetd lenne két mésik segitségével, ellenben aleg-
atalanosabb megoldasok szerkezete azonos: |étezik egy kétvaltozds és egy egyvatozos
flggvények szorzataként értelmezett fliggvény, amelynek a killonb6zd parcidis differenci-
akifejezéseik segitsegével mindhdrom f; fliggvény egyértelmien meghatarozhatd. A kétar-
gumentumos megoldasok alapvetden csak két fi fliggvény meghatarozését teszik lehetdve,
bar van olyan is, amely mindharom f; (i = 1,2,3) fliggvényt meghatérozza. Az egyargumen-
tumos megoldasok alapvetben partikul&ris megoldasok.

Megvizsgdtuk a kilonbdzoképpen kapott megoldasokat. Megmutattuk, hogy az altal&
nos megoldasbdél minden részmegoldés és egyedi megoldas megkaphatd. Ramutattunk a
klonb6zd megoldasok kozotti kapesolatokrais. Ki kell hangstlyozni, hogy az xs-mal valé
szorzés, illetve, hogy csak az f; ésf; kdzott van Osszefliggés, néhany megoldas esetében két
véltozat |étezését teszi lehetdve.

Kilon foglalkoztunk azzal esettel, amikor egy egyenlet 6nmagéban a benne szerepld
egyik fuggvényre nézve differencidlegyenletnek tekinthetd és megoldhatd. Ez esetben
ugyanis nem csak, hogy az egyik fuggvény kifegjezhetd a masik fliggvény parcidis diffe-
rencidlhanyadosai segitségével, hanem kvadratUrdban is felirhaté az Gsszefliggés. Ez az
eljéras lehetdvé teszi az dtaldnos megoldas mellett partikularis megoldasok eldallitését is.
Ennek kapcsdn mutattuk meg, hogy a megoldas el6dllithatd integrdis, vagy differencidlis
forméban is, tovabba ez |ehetdvé tette néhany integraltranszformécio felirasét is.

A tanulményban az 6sszes elGdlitott f; (i = 1,2,3) flggvényekhez meghatéroztuk az
egyensulyi entropiat. Ennek sorén beléttuk, hogy a legétalanosabb megoldasok esetén az
egyensulyi entrépia kifejezhetd egy haromvatozoés fliggvény segitségével. Ugyanakkor ez
a fliggvény kozvetlenll nem azonos egyik fi (i = 1,2,3) figgvénnyel sem, hiszen ennek a

flggvénynek a kilonbozd parcidlis differencidlkifejezésel hatdrozzak meg az fi (i = 1,2,3)
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flggvenyeket.

A nyert megoldasok szerkezete azonos; sot megegyezik az eredeti feladat szerkezetével.
Azaz formailag Uj informéciét a megoldéas nem tartalmaz. Ezért megvizsgaltuk atalénos-
sagban egy s fluggvény hdrom parcidis differencidljara vonatkozd egyenletrendszert. En-
nek sorén az egyes parcidlis differencia hanyadosokat a harom f; fliggvény tetszoleges line-
aris kombinécidjaként irtuk fel, és oldottuk meg a feladatot. A megoldés struktlrgja meg-
egyezett a kiindulési parcidis differencidlegyenlet-rendszer struktirgaval. Ezt kovetden
meghataroztuk azon flggvényegytthatok korét, amelyekre az f; fliggvényekre vonatkoz-
tatott integrd hatdsagi feltételek felirhatok, és megoldottuk a feladatot, és anal6g eredményt
kaptunk. Végezetil megvizsgatuk azt az esetet, amikor a harom f; fuggvény tetsz6leges
linedris kombinaci6jaban szerepld egytitthatok az x; valtozdk tetszdleges fliggvényei. Az
eddig kovetett Gttdl eltérd modszert alkalmazva meghatérozhaté mind a harom f; fliggveény,
mind az s flggveény. Ez esetben is az f; fliggvény szerkezete megegyezett a kiindulési par-
cidlis differencidl egyenlet-rendszer struktlrgjaval. Kovetkezésképpen megdllapithat6, hogy
az ETTE 1. sz. kit(zott feladaténak a tanulményban adott megoldasa el méletileg helytalo.

A matematikai héttér tanulmanyozasa soran megallapitottuk, hogy az f; fliggvények, és
az s fuggveny szerkezetének alapstrukturgjat az elsorendl parcidis differencidok és csak
azok jelenléte hatdrozza meg. Sem az, hogy minden parcidlis derivalt jelen van, sem pedig
az, hogy az egyUtthatdk konstansok vagy hogy azok az x;, Xp, X3 VAltozdk barmilyen flgg-
vényel, erre az alapstrukturéra nincsenek hatéssal. Erre az aapstruktirara réépul egy ma
sodlagos szerkezet, ami viszont pontosan megegyezik az s parcidis derivéltjait meghaté&
rozo fuggvenyek, illetve azok kombinéacidjanak szerkezetével. Ezt atényt is alapvetben az
hatérozza meg, hogy a vizsgalt differencidegyenlet-rendszerben csak az elsdrendl parcié-
lis differencid oknak csak elsd hatvanyai szerepelnek. (Mondhatndk, hogy linearis kombi-
n&cioi, de hozza kellene tenni, hogy az egytitthatoknak a fliggetlen vatozoktdl val6 fliggé-
sét nem zérjuk ki).

Megvizsgdltuk a kiirasban szerepl®, és a megoldas permutécids tulgjdonségra vonat-
kozo elvéardst. Megmutattuk, hogy a kitOzoétt feladat alapveten nem rendelkezik ciklikus
szimmetridval, csak jelentds &alakités utan. Ezért a ciklikus megoldasra vonatkozo elva
rést megal apozatlannak tartjuk.

A tanulményban feltart matematikai héttér ismeretében a ciklikussagnak nincs szerepe
sem az f; flggveények, sem az s fliggvény szerkezetében. (A matematikai hattér ismertében

€z nem is meglepd.)
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Megvizsgéltuk akiirasban szerepld feladatot is. Megmutattuk, hogy teljes dltanossagban
nem sok esdly van a kapott differencidlegyenlet megoldaséara, ha abbdl indulunk ki, hogy
az s fuggvényre nézve az integral hat6sagi feltételeknek fenn kell dlniuk. Ettol eltérd utat is
megvizsgaltunk: nevezetesen a feltételezett kapcsolatot felhaszndva kozvetlenil az s
fuggveényre irtunk fel differencidlegyenletet. Ez az egyenlet teljes dtalanossagban megol d-
hatatlannak tanik: egy egyenlet két ismeretlent tartalmaz.

Egy specidlis esetben — f3 = a4f; + a,f, — meghataroztuk mind a hdrom f; fliggvényt, és az
s flggvényt értékét Osszeg- és szorzatfliggvenyek esetében. R&mutattunk azokra a lehetsé-
ges kapcsolatokra, amelyek elvben az f;, az f, és az f3 kozott fenndllhatnak.

A Kit0zott feladatra a valasz az, hogy

— azfi fuggvények kozott fenn kell dlniuk egy (5.71) tipusu Gsszefliggésnek,

— ehhez a(5.78) datti s fliggvény tartozik,

— ennek a matematikai héttere az, hogy az f; fliggvényeket egy s fliggvény elsdrendl

parcidlis differencidjainak , linedris fliggvénykombinéciojakeént” alitottuk el,

— az f; fuggvények kozotti barminem( tovébbi kapcsolatot az f; figgvényekre meg-

adott Osszefliggésekbdl levezetni nem lehet,

— az f; fuggvények kozotti barminemd tovébbi kapcsolat megadésa esetén az s fligg-

vénynek ehhez a kapcsolathoz tart6zé ,, egyedi” tulgjdonsdgai meghatar ozhatok.

Kitértiink a kontinuummechanikai héttérre is. Megmutattuk, hogy nincs ellentmondas az
izotrop anyagokra tett feltevésen, illetve a Cayley-Hamilton-tételen alapul6 fesziltség-
alakvaltozés kozotti dsszefliggés fliggetlen egytthatdinak eltérd szama kozotti (az el sobdl
kettd, a mésodikbdl hdrom), ugyanis az elsd feltétel eleve kizarja az alakvatozés tenzor
kvadratikus tagjét, igy a két feltevés nem azonos.

FUGGELEK

A Flggel ékben megvizsgdjuk a

) Xlﬂfg(xlaxz) — ﬂfa(xlixz) .
x, i

(F.1)

egyenletet.
A megoldast hatvanyalakban keressiik.
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11 12 21 22
fg(xl,xz) — f3()(1)f3(X2) + f3(X2)f3(Xl)' (F2)
Ekkor (2)
11 12 21 22 11 12 21 22
T 1,00) 0 00+ 1060 g
T, T

alakba irhat6. A logaritmikus derivalés szerint

3;((X2)f (Xl) 3(X2)|n fa(xl) lea(xl) 21 3( 2) f ( ) 3(X1) -

T, ()T,
11 2f2 213 22 21 (F4)
= T0g) 2 : 1100 (o + TP 00 T 00,
f5007, %
Kétfelé szepardjuk, és &rendezzik az (4) egyenletet.
ki 1700
X
] (%) _ _ 3(>ill | (F53)
f3(X2)ﬂX2 - X f3(X1)|n fB(Xl)ﬂxl
1 11 20¢)
X
. (F50)
f3(x2)ln f3(X2)ﬂX2 - X f3(X1)ﬂX1
Mindegyik két differencidlegyenletre esik szét.
A (53) bal oldala
1 f3(X2) =1x,, (F.6)
3(X2)
amelynek a megoldésa
lf23(x2) =e*, (F.7)
A (5a) jobb oldala
f
1 3(X1) =- %%, (F.8)
3(x1)ln fa(xl)
amelynek a megoldéasa
1 - x?
In(In f ,(x,)) = —= (F.9)

A (5b) bal oldala
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1 fa(xz)
£,06)In (%)

:ﬂX21

amelynek a megoldéasa

In(in ,(x,)) = x,

A (5b) jobb olddla

i
ﬂ22 o) _ X%

F5(x)
amelynek a megoldéasa
fa(x)=e 2.
igy akétféle megoldés
w2 Oez
L) =6 S
& o

fy(%, %) = (€°)° .

KIEGESZITES

Azintegréalhatosagi feltételekrol

(F.10)

(F.11)

(F.12)

(F.13)

(F.14)

(F.15)

A kiegészitésben néhény egyedi esetet vizsgalunk meg. Ezek a kovetkezok:

. f3:O
. f3=const
. fo=f =const

. valamint ezek kombinaciéi, ugy mint 1-3, 1-4, 2-3, 2-4, és 3-4.

1
2
3
4. f1="x, "~ =const
5
A

vizsgalt egyenletrendszer
Ts
f 1X ’ :_1
1%, %, %) x
1efs s O
f X ’ = — + — I
2 (X%, %) = Ny TR v
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119s
fo(X, %, %) =——. 2.3
(X0 %50 % X 1% (2.3)
A megoldést — mint ahogy eddig is tettik — sszeg és szorzatalakban keressiik. A rész-
letes levezetéseket mellGzzik, a kordbbi eredményeket, modszereket felhaszndljuk, bar a

hivatkozésokat mell6zzik.

f3=0
A felté3tel kovetkeztében az alabbi egyenletrendszert kell megoldani.
f1 (%%, %) :1}1_:3’ (K.1)
f2(><1,><2,x3)=i1?—:, (K.2)
i «9

A (3) Osszefliggés kovetkezménye, hogy

S=8(X,X;). (K.4)
Az (1-2) integrélhatosagi feltétele
fif, _ %1,
=22 K.
A megoldas
4
1 1 2 3 d f
(%, %) = Cx + F,00) + F,0) + f1<xl)x3d—;(x3) , (K.63)
3
1 d 'il:- 2 d '? 4
f2(><1,x3)=c+%+ fz(xl)/x3+% f(x). (K.6b)
Az entrépia

1 1 2 2 3 4
(%, %) = XX + F(6)% + ¢ F(x)dx, + ¢ F(%)%0% + (%) f,06)%.  (K.7)

f3 = const
A feltétel kovetkeztében az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani.

£ (%0 %, %) = 1}1—2 , (K.9)
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fis

fo (%, X2’X3)__E+C3X1 (K.9)
=2 (K.10)
X3 %,

A (10) tsszefliggés kovetkezmeénye, hogy

S = 8(X;, X3) + G X (K.11)
Tehét fellép egy partikul&ris megoldés.

fi=cx,, (K.12a)
f, =cx, (K.12b)
f,=c;. (K.12c)

A partikularis megoldést 6ndlldan kezelve, az eldbbi feladathoz jutunk vissza. Tehét a

megoldas
L0, 6) = 0%+ f,00) + T,06) + £,) 2 ;3(*3)+c3x2, (K133
fL (%, %) =c+ 1)2(1) +f L)%+ 1)((1’(1) f, (%) +CyX,, (K.13b)
fy=c. (K.13c)
Az entropia

1 1 2 2 3 4
(%, %;) = CXX + f(6)% + ¢ F(x)dx, + ¢ FL (%) %0 + (%) f,06) % + 6%, (K.14)

f, = f = const
A feltétel kovetkeztében az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani.
fL (%%, %) = ‘I}T_xsa : (K.15)
m:%ﬂ%ﬂﬁﬂﬂ_zg, (K.16)
fa (X0 %0 % =%ﬂﬂ—z (K.17)

Az (15,17) integralhat6sagi feltétele
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T, _ Txfs
o oo - K.18
™ T (K.18)
A legéltal anosabb megoldast a szorzatalak adja
dx, f,(x
06 %0) = 600 0) ) (K.198)
af, (x
L0500 = 00 T2 £,00) (K1)
2
Az entrépia
(%, %, %3) = 1(¢) F,06) f06)%; +5(x, %) + 5(x, %) - (K.20)
Ezutan tekintsik a (16) egyenletet! A partikularis megoldésa
Sp = MK X (K.21)
Az f; fuggvenyek:
f=m, (K.22a)
f,=m, (K.22b)
f,=0 (K.22c)
A (16) egyenlet dtaldnos megoldasa
(%%, %) = PY(x) + € g(x,). (K.23
ahol aP polinom
2
p=2 . (K.24)

2
Az exponencidlis fliggvény dsszhangban van a (20) dtalanos megoldassal, a polinomié
lisis, csak azt kell észrevenni, hogy az két szorzatfliggvény dsszege.
A teljes megoldést az dltaldnos és a partikularis 6sszege adja. Tehat

(X %p0 %) = Pé(x3)+epé(x3)+m<lx3. (K.25)
Tovabba
1 2
f1=Pdg—)Z(3)+e'°dg—)(:3)+m<1, (K.268)
f,=m, (K .26b)

—-135-



dr.Lamer Géza Azintegralhat6sagi feltételekrdl

f,=- g(%)- € g(x,). (K.260)

f1 = Xy, * = const
A feltétel kovetkeztében az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani.

I'x = ALy (K.27)
X,

fo (%, %, % )——?szlﬂﬂ—zg (K.28)
fa(X %0 %) = i%s (K.29)

A (27) tsszefliggés kovetkezmeénye, hogy
S=38(X, %) +1 XX,. (K.30)

El6szor tekintsik a partikularis megol dast!
f,=1x, (K.31a)
f,=1, (K.31b)
f,=0. (K.310)

Megjegezzik, hogy ez megegyezik a (22) partikuléris megoldéssal a” = f feltétel mel-
lett.
Az dtaldnos megoldést a (27,28) egyenletbdl kell meghatérozni. Ennek az integral hato-
ségi feltétele
, W, T

™ 1% Xl.ﬂxz- (K.32)

A (32) megoldésa formalisan megegyezik a (3.139) megoldéséval. Megjegyezzik, hogy
a per-xz kifgjezésekre azért van szikkség, hogy az entrdpia ne fliggjon xs-tol, és ez atal

legyen az f; fliggvény azonosan zérus (az egy partikularis megoldastdl eltekintve). Tehat, a
"-hoz tart6z6 partikularis megoldast is feltiintetve:

fL (%%, %) =1 X, (K.333)
B X’ OBy
k) =g (;X(f) Pernet (x2)+dF(2) I+ (K:330)
ﬂ 2
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53
+ SR8 e+ oo + R0 541
e % d 2( %)
fo(% %, %) = F(%)e” 1%, +e? /%, +F(>9)/X3+
, (K.33c)
54 1%2 0 1Ry, 0
+F2(x2)/x3+Cl§7-ngj/x3+Cze2 I %+ Cl X,.
Az ehhez tartézé entropia
5 51 Xl 52 0 11 12
S=F()E" +e2 F,00) + R()% - (RO + (F(u)dg +stststlx. (K34
f3=06ésf,=f =const
A feltételek kovetkeztében az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani.
f1(%,%,%) = _@ (K.35)
1 s s O
-G —+
m % Eqx Xiﬂng (K.36)
_ 1 9s
O—Zﬂ—xz- (K.37)

Itt isfenndl a(3), illetve (37) Osszefliggések kovetkezménye:
S =5(X, %) (K.38)
Ezt behelyettesitve (36)-ba nyerjuk.

)Z ?18(%(1&) % ﬂs(1>1<)1(2x3) 2= m, (K.39)

ahonnét
(%, %) = (%) + MK, X (K.40)

Tehét
f= dz(xf) m,, (K.413)
f,=m, (K.41b)
f,=0. (K.41c)
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f3 =const ésf, = f = const
A feltételek kovetkeztében az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani.

f1(%,%,%) = ‘I}T_xsa , (K .42)
1 &s s O
=Gt X1, K.43
X5 8% % g ( )
X 1%, '

Itt isfenndll a (10), azaz a (44) tsszefliggés kovetkezménye:
§ = 5(X, %) + C3XoX; . (K.45)
Ezt behelyettesitve (43)-ba nyerjuk.

L2, %6) * CXoXs WIS(X, %) * CX O

— T=m, K.46
X3 g ﬂxi ﬂxz (%] ( )
ahonné&t
) 3}
o}
) =M% - GE% - %% +5(%), (K 47)
o
Tehét
_ ds(x,) & 0
f=—8 -GG - %3
1T Ty K C3§ > X, E,’ (K.483)
f,=m, (K.48b)
f,=c,. (K.48¢)

fg =0, f; =Xy, * = const
A feltételek kovetkeztében az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani.

| )(1:1?_;3’ (K.49)
1 5
fz(&,xz,xg):gai"%ﬂg%sg, (K .50)
2
1 9s
o=118
) (K 51)

Itt is fennall a egyrészt a (27) (most (49)), masrészt a (3) (most (51)) Osszefliggés
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kovetkezmeénye:
S=5(X, %) +1 XX, (K.52a)
S=38(X, %) - (K.52b)
A kettd egyidejQleg csak ugy teljesiilhet, ha az entropia legdtaldnosabb formaja
S=5(x) +1 XX, (K.53)
alaku.
Ezt behelyettesitve (50)-be nyerjik

12AS00) +1xg | Is(0) +1x60_dsbq)

fo (% %0, %) = * K.54
e T T T 5 xdx (59
Osszefoglalva
f,=1x, (K.553)
ds
fz(X1!X2’X3):£+I , (K.55b)
f,=0. (K.55c)
f3 = const, f; = ¢Xy, * = const
A feltételek kovetkeztében az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani.
s
| X, =—, K.
X T (K.56)
1 s Ts O
f(X, %, %) = —G—+ X —=, K.57
2 (X1 %5, %) % & xlﬂxzb (K.57)
G =215 (K.58)
X %, '

Itt is fenndll egyrészt a (27) (most (56)), mésrészt a (10) (most (58)) dsszefliggés kovet-
kezménye:

S=5(X, %) +1 XX, (K.59a)

S =8(X;, X3) + G X (K.59b)

A kettd egyidejlleg csak Ugy teljesiilhet, ha egyrészt vagy a =, vagy a c; nullaval
egyenld, mésrészt s csak x;-nek a flggvénye. Ez utdbbi esetet az imént néztik végig. Ha”
= 0, akkor az entrépia legdtalanosabb forméja
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5= 5(%) + X%, (K.60)
Ezt behelyettesitve (52)-be nyerjik

1 &ls00) +exX T1S(X) +Cx% O ds(x,)

f,(X,%,X;) = T + : K.61
2 (X1, %5, %3) X3g x =, S GX.  (K.61)
Osszefoglalva
f, =0, (K.62a)
_ ds(x)
f(x,%,X%X,)=—2+ :
2 (X%, %) X CyX, (K.62b)
f,=c,. (K.620)

f, = f =congt, fy = *Xq, * = const
A feltételek kovetkeztében az alabbi egyenletrendszert kell megoldani.

s
I x, =—, _

X ™ (K.63)

1 s s O
& g (o9

119s

f =——.

3(X0 %50 %) ™ (K.65)
Itt is fenndl (27) (most (63)), valamint (16) (most (64)) kdvetkezménye:

S=5(X, %) +1 XX, (K.66a)
Sp = MK X . (K.66b)

A két partikularis megoldas csak Ggy fér meg egyméssal (akkor kompatibilisek), ha f =
"1 Ez mér |&tszott a két 6nalld megoldasbdl is. Legyen a kettd egyenld, azaz f =~ = . Ek-
kor az entrépia

S = S(X;, X,) + X (K.67)

Az (64) egyenlet dltalanos megoldasa — figyelembe véve, hogy az entrépia nem fligghet
az x3 Vatozotdl — akovetkezd

1 1
s(x,%,)=C,P+C,e". (K.68)

Osszefoglalva:
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(X, %,) :C131P+C§2 e” +grX,. (K.69)
Az f; flggveények
f=gx. (K.708)
f,=0, (K.70b)
f,=- (él+ 62 e”)/x,. (K.70c)

Megj egyzes
Elvben csatolhat6 af, = f = const, f; = "x3, © = congt feltételhez az f; = O feltétel, ebben
az esetben s(x;, X,) = g X%, . Ugyanakkor az f; = c; feltétel nem csatolhato, mert ellentmon-

dasra vezet.

Budapest, 2007. februar hé 25.

Dr. Lamer Géza
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