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Kivonat

Altalanos elegend® feltételt adunk arra, hogy az izotr6p rugalmas
kontinuumok anyagtorvényében szerepld egyiitthatofiiggvények ko-
ziil valamelyik lokalisan kifejezhet6 legyen a masik kettével. Meg-
vizsgéljuk, hogy az egyiitthatéfiiggvényekre tett néhdny kézenfekvd
specidlis el6zetes feltevés mikor egyeztethet6 0ssze az elegend felté-
telekkel; igen ritkdn, de nem kizart, hogy a megmarado esetek kozott
van fizikailag lényeges.

1. Alapvet6 segédeszkoziink

Ismeretes ([3,299-301. oldal]), hogy ha fy, f> € C(R3,R?) fiiggetlen, azaz

01f1(A) 0,f1(A) 03fi(A) ) _
rank ( 2152(A) 02f2(A) 03fa(A) ) 2
de f1, f2, f3 € C(R3, R3) maér dszefiigg, azaz

01f1(A) 0,f1(A) 03fi(A)
rank a]fz(A) azfz(A) a3fz(A) = 2,
01f3(A) 0,f3(A) 0sf3(A)

akkor (alkalmas kornyezetben) létezik olyan @; fiiggvény, amellyel

f3= @30 (fy,12)

(1)

(2)

(3)



teljestil. (Itt és a tovabbiakban a rovidség kedvéért A := (A, Az, A3).) Az
indexek permutaldsdval kapunk elegend? feltételt olyan @4, ©, 1étezésére,
amellyel

f1 = @0 (f, f3) (4)

vagy
f2 = @0 (f3,f1) (5)
fennall.
A tovabbiakban egyre részletesebben kifejtjiik az elegendé feltételeket
@5 létezésére.

2. A feltételek specializdlasa a potencialra

Innen kezdve elkovetjiik azt a megszokott szornytiséget, hogy az s fligg-
vénynek és derivaltjainak argumentumat dltaldban nem irjuk ki.
Esetiinkben (a kiiras fizikai részével megegyez6en, de matematikai ré-
szét6l eltérden)
61 S+ A] 0 28

f1(A) = =035 fa(A):=——— 1222 {(A):= 028

= — 6
e G

ezért az (1) feltétel most azt jelenti, hogy nem létezik olyan «, B € R, &* +
EZ # 0, amellyel

o (01938, 0235,0338) +(7)

E 011S + 028 + A10128 0218 + A10228 —01S — A1028 + A30315 + A1A3035S _ 9
As ’ A; ’ A2 B
teljesiilne, viszont létezik olyan ¥, 8, € € R, y?* + 5 + €2 # 0, amellyel
Y (0138, 0235, 0335) +
— (0118 + 028+ A10128 0218+ A0 —01s — A70,28 + A30318 + A1A3033S
d ) , +
Az As A3
0 0 —0 A30
= 128) 228, 25—1-2 30328 ~0. (8)
A’ As A2



Mivel (7) miatt € # 0, ezért f} kifejezhet6 f1, f; linedris fliggvényeként:

0128 0118 + 028 + A10138
D2 Bs 46
As Y0138 + As
0225 0218 + A102;s
— = Y0 do——m—— 9
As Y0238 + As )
—628+A36328 —a]S—A1628+A3631S+A1A3a328
7 = ’}/6333 +5 > .
A3 AS

A ([3, 299-301. oldal]) tétel szerint (esetiinkben, 1ényegében, lokdlisan)
ez az elegend? feltétele annak, hogy maga f; kifejezhet6 legyen az f;,f,
fuggvényekkel.

3. Az egyensitlyi entrépidra vonatkozé linedris
masodrendii, valtozé egyiitthatés parcialis diffe-
rencidlegyenlet-rendszer

A (9) osszefiiggés folirhato

5 0 -5 0
s"(A) | 8AT =1 | = (2 9 0 (s"(A)" (10)
YA3 A A O

alakban, ami azt mutatja, hogy masodrendi, linearis valtoz6 egyiittha-
tos parcidlis differencidlegyenlet-rendszerrel van dolgunk, amely azonban
egyszer(i szerkezete miatt els6rend{ivé irhat6 at. Legyen ugyanis t := s/,
akkor a fenti egyenlet ilyen alaku:

t'(A)a(A) =b(A)(t(A))". (11)

Mivel a linedris valtoz6 egytitthatds rendszerek mar kozonséges esetben is
meglehet0s fejfdjast okoznak, arra nem latok reményt, hogy a (11) egysze-
riisitett alakt egyenlet megolddsat tetsz6leges a és b egyiitthatofiiggvény
esetére explicite, szimbolikusan eldallitsuk. Ha ez lenne a cél, ezeket la-
pozgatndm: [1, 2, 4].



4. Az indexeket ciklikusan permutdalva

Az egyenletrendszerek konkrét alakja a masik két esetben némileg kiilon-
bozik, most ezeket is megadjuk.

4.1. O, létezése

A (4) egyenletben szerepl @, fliggvény létezéséhez elegendd, ha nem 1é-
tezik olyan @, p € R, & + Ez # 0, amellyel

= (6113 + azS + A1a128 6215 + A]azzs —615 — A]azs + A3631s + A1A36325> —0

As ’ As AZ
— 6128 azzs —628+A3a328
=0(12
(52 S, ettt o

teljesiilne, viszont létezik olyan ¥, 8,€ € R, v? + 5 + 82 #£0, amellyel (8)
teljestil. Mivel (12) miatt ¥ # 0, ezért onnan f; kifejezhet6 f5, f5 linedris
tiggvényeként:

a11S+azs+A1a128 6128

0 = )
138 Y A, + As
0215 + A102,8 0228
0238 = +d 13
23 Y As As (13)
—018s — A1028 + A30318 + A1A303;8 —058 + A30328
6333 =Y Az + 5 Az
3 3

A mar idézett ([3, 299-301. oldal]) tétel szerint (esetiinkben, 1ényegében,
lokélisan) ez az elegendd feltétele annak, hogy maga f; kifejezhet6 legyen
az f,, f3 fliggvényekkel.

4.2. @;létezése
Végiil az (5) egyenletben szerepl6 @, fiiggvény létezéséhez elegendd, ha
nem létezik olyan «, BeR,&*+ Bz # 0, amellyel

— (6128 6223 —62$+A3agzs) —0

(0138, 0235,0338) + B A As A2 (14)
3




teljestilne, viszont létezik olyan %, 5, e e Ry + 5482 # 0, amellyel (8)
teljestil. Mivel (14) miatt & # 0, ezért onnan f} kifejezhet6 3, f| linearis
figgvényeként:

a]]S+azs+A1a12$ 6123
= 22 4 50
As Y As + 00138
0215 + A102,8 0228
= e = — 4+ 560 1
As Y As + 00238 (15)
—a1S—A1azs+A3631S+A1A36328 —azS‘l‘Agang
2 =Y > + 66338
A3 A3

Ismét a ([3, 299-301. oldal]) tétel szerint ez az elegend¢ feltétele annak,
hogy maga f, kifejezhet6 legyen az f3, f; fliggvényekkel.

4.3. A parcidlis differencidlegyenlet-rendszerek

A (13) 0sszefiiggés folirhato

Y 0 Y 0
s"(A)| YA1+8 | =1 O 0 0 ](s'an’ (16)
. Yo YAitd g

A3 A3

alakban. A t := s’ definici6éval a fenti egyenlet ismét (11) alakd.
Az utolsé eset hasonlo, itt

1 0 —1 0
a(A)= | A=y |, bay=( 0 0 0 |. (17)
—0A; AoAm TR

5. A megoldas

Most kihasznaljuk azt a tényt, hogy az s fiiggvényre vonatkoz6 masod-
rend{i differencidlegyenletek jobb oldaldn mindhdrom esetben olyan egyiitt-
hatématrix 4ll, amely a valtozok alkalmas permutalasaval haromszogmat-
rixsza transzformadlhat6. Ennek elsé kovetkezményeként megéallapithat-
juk, hogy a 0,s fliggvényre vonatkozo elsérendti homogén linedris parci-
alis differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa mindharom esetben megha-
tarozhat6. A mdsodik lépésben pedig be fogjuk latni, hogy az igy kapott
megoldas a masik két egyenletet automatikusan kielégiti.
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5.1. @3 létezése

Tehat egyszerfisitve:

A
f1=—s3 f2= —%3132 fz3 = ;—i (18)

A (9) osszefliggtségi feltételek (itt az elSjelek mar ugyanazok, akar a fizi-
kai, akdr a matematikai megfogalmazast valasztjuk):

s12 = YAs3s13+0(s11+s2+ Aisi2) (19)
$22 = YA3S23+ 0(s21 + Aysa) (20)
—s;+A383 = YA3s33+0(—s1 — Aysy+ Azsz + AjAzs3). (21)

Az (20) egyenletet megoldva az s, fliggvényre, majd az eredményt integ-
ralva kapjuk, hogy

d
s(A) = u(zA% — A1 —0A,, 0log(Az) —YA4).

Behelyettesitéssel lathat6, hogy ez a fliggvény az (19) és (21) egyenletnek
is megolddsa. Igy tehat — ami benniinket leginkabb érdekel —

f] = ——Uy fz = — f3 = ——1Uj. (22)
3

5.2. @, létezése
A (13) 0sszetiigg6ségi feltételek most:

Aszsiz = Y(s1+s2+Ais12) +0s12 (23)
Aszszz = Y(s21 +Ais2n) +0sx (24)
AZssz = y(—s1— Aisa+ Azsz + ArAz83) + 8(—s2 + Aszsszy).  (25)

Az (24) egyenletet megoldva az s, fiiggvényre, majd az eredményt integ-
ralva kapjuk, hogy

2
S(A) = u(A +10g(A3), Az + - 108%(As) — (YA +8) 10g(A3)).



Behelyettesitéssel lathato, hogy ez a fliggvény az (23) és (25) egyenletnek
is megolddsa. Igy tehat most

~ywi + (Ary + 8 + v log(As)u,

fi = A (26)
u; + (A7 +vlog(Asz)u
fz _ 1 ( 1 A’z g( 3) 2 (27)
_ W
f3 = A (28)

5.3. @, létezése

A (15) 0sszetiigg6ségi feltételek most:

S11+S2+Ags12 = ysi2+ 0Azs3 (29)
S21+ A8 = YSxn + 0A35x3 (30)
—s1—Ay8;+ Azs31 = y(—s2+ Azs3) + 0A3s33). (31)

Az (30) egyenletet megoldva az s, fiiggvényre, majd az eredményt integ-
ralva kapjuk, hogy

2

A
s(A) = u(A; — 7‘ + YA, AzedM).

Behelyettesitéssel lathato, hogy ez a fliggvény az (29) és (31) egyenletnek
is megoldasa. Igy tehat ekkor

yu; + 5AzedM uq
_ f3

=—. 32
A As (32)

fi = uze*A‘é f, =
6. Az f; egyiitthatofiiggvényekre r6tt néhany fel-
tevés osszeegyeztethet6sége a funkcionalis fiig-
géssel

6.1. |f3=0

Ez a feltevés pontosan akkor egyeztethet 0ssze az egyes @; fliggvények
létezésére vonatkoz6 elegendd feltételekkel, ha s az alabbi alakd.
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eset || s alakja 1 f, f3

(O \)(A1 —|—Y10g(A3)) —% —X—; 0

O, || v(Aze®M) —v'edA | —5edM | 0
6\)/ /

Q3 | v(dlog(As) —vA1) | =3¢ = 0

6.2. |f3 = const = K

Az el6z6 eset latszolagos 4dltalanositasa; s, = KA; = s = KAA3 +
u(Aq,Az), ha ezt osszevetjiik az 4ltalanos eredményekkel, akkor kidertil,
hogy csak akkor teljesiilhet, ha K = 0.

6.3. |[f,=const=:p

Ez mindhdrom esetben csak tigy fordulhat el6, ha p = 0.

eset || s alakja fi]fy | f3
(O} allando 0010
2 /
(Dz V(Az — %) 0 0 X—3
@3 || allando 0010
6.4. |f; =ANA,4
Csak akkor egyeztethet6 Ossze a feltételekkel, ha A = 0.
eset || s alakja il f2 f3
CD1 ’Y:S:g;v(A‘I)AZ) 0 _% X_é
O, |wA2—5+vA1) || 0 —% v
D3 || 5 =0,w(A,) 0| —x 0
6.5. [fi =AA;,f, =const=:pn
Az el6z6 két eset alapjan A = p =0,
eset || s alakja fi ] fy | f3
@, [y=06=0,alland6 || 0 |0 |O
2 ’
O, | v(Az—3) 00| %
@53 || & =0, alland6 010 |O




6.6. |[f, =const=:pu,f3=0

Itt s allando, f; =0 (i =1,2,3) az Osszes esetben.

6.7. |f1 =AA;,f3=0
Csak akkor egyeztethetd Ossze a feltételekkel, ha A = 0.

eset || s alakja fi]fs f3
O, [y=8=0wA) [0 [-% [0
®, || dllando 0 —‘X;/ 0
D3 || 5 =0,w(A,) 0 —X—S 0

6.8. |f, = const =: ,f; = const =: K

Latszolagos altalanositds, csak K = 0 esetén haszndlhat6, de azt mar tar-
gyaltuk font.

6.9. |f; =AA;,f3 = const

Latszolagos altalanositds, csak K = 0 esetén haszndlhat6, de azt mar tar-
gyaltuk font.

7. Egy végso figyelmeztetés

Megoldand6 problémak persze maradtak még, a legfontosabb ezek ko-
ziil az, hogy itt elegendd feltételek fennallasat vizsgaltuk, ha tehét azok
nem teljestilnek, abbdl nem kovetekzik, hogy nem allnak fenn a megfelel
funkciondlis kapcsolatok.
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